A propos des fonctions continues qui ne sont
dérivables en aucun point

Céline ESSER
Celine.EsserQ@ulg.ac.be

Université de Liege — Département de Mathématique

Brussels Summer School of Mathematics

3 aotit 2015

C. Esser (ULg) Fonctions continues nulle part dérivables Bruxelles, Ao(t 2015

1/35



Introduction

Des fonctions non-dérivables?

C. Esser (ULg) Fonctions continues nulle part dérivables Bruxelles, Aolt 2015 2/35



Introduction

Des fonctions non-dérivables?

C. Esser (ULg) Fonctions continues nulle part dérivables Bruxelles, Aodt 2015 2/35



Introduction

Des fonctions non-dérivables?

C. Esser (ULg) Fonctions continues nulle part dérivables Bruxelles, Aodt 2015 2/35



Introduction

Des fonctions non-dérivables?

C. Esser (ULg) Fonctions continues nulle part dérivables

x> ||z] — 1]

Bruxelles, Aodt 2015

2/35



Introduction

Des fonctions non-dérivables?

z = |z = /2] v [lz) -1

\ “ /
AN /
\
\/ | /

m»—>‘|w2—3|—5’

C. Esser (ULg) Fonctions continues nulle part dérivables Bruxelles, Aodt 2015 2/35



Introduction
Des fonctions non-dérivables?

m»—>‘|w2—3|—5’

C. Esser (ULg) Fonctions continues nulle part dérivables

x> ||z] — 1]

Bruxelles, Aodt 2015

2/35



Introduction
Des fonctions non-dérivables?

m»—>‘|w2—3|—5’

C. Esser (ULg) Fonctions continues nulle part dérivables

Bruxelles, Aodt 2015

2/35



Un ensemble non-dénombrable de points de non-dérivabilité?
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Un ensemble non-dénombrable de points de non-dérivabilité?
+ Riemann 1861. La fonction

+oo

1
R(z) = e sin(k’z), zeR
k=1

est dérivable uniquement en les points % ou p et ¢ sont des entiers impairs.
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Un ensemble non-dénombrable de points de non-dérivabilité?
+ Riemann 1861.
+ Bolzano 1830. Premiére construction d’'une fonction nulle part dérivable.

1

» On part d’'un segment joignant le point (0,0) au point (1,1)
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Un ensemble non-dénombrable de points de non-dérivabilité?
* Riemann 1861.
+ Bolzano 1830. Premiére construction d’une fonction nulle part dérivable.

f

» On part d’'un segment joignant le point (0,0) au point (1,1)

+ On le coupe en trois segments égaux, on fixe les extrémités initiales et on double la
pente des deux segments extrémes, et on transforme le segment intermédiaire afin
de garder la continuité
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Un ensemble non-dénombrable de points de non-dérivabilité?
+ Riemann 1861.
+ Bolzano 1830. Premiére construction d’'une fonction nulle part dérivable.

1

+ On part d’'un segment joignant le point (0,0) au point (1,1)

+ On le coupe en trois segments égaux, on fixe les extrémités initiales et on double la
pente des deux segments extrémes, et on transforme le segment intermédiaire afin
de garder la continuité

+ On applique la construction précédente a chacun des trois segments de cette ligne
brisée, et ainsi de suite...
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Un ensemble non-dénombrable de points de non-dérivabilité?

* Riemann 1861.

+ Bolzano 1830. Premiére construction d’'une fonction nulle part dérivable.

Cela revient a itérer I'opérateur

T(f)(x) =

a partir de la fonction z — .

1

%f(?)x) siz € [Oa %]
2 1fBe—1) sizel[d 2]
1+2fBz-2) size[2,0]
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Un ensemble non-dénombrable de points de non-dérivabilité?

* Riemann 1861.
+ Bolzano 1830. Premiére construction d’'une fonction nulle part dérivable.

+ Cellérier 1860. Soit a > 1000 est un entier pair. La fonction
+00 1
C(x) =) —sin(a*z), z€eR,
(x) Z 5 Sin (a"z), =z

k=1
n’est dérivable en aucun point.
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Un ensemble non-dénombrable de points de non-dérivabilité?
+ Riemann 1861.
+ Bolzano 1830. Premiére construction d’'une fonction nulle part dérivable.
+ Cellérier 1860.
+ Weierstrass 1872. Premier exemple publié.
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+o00
D(z) = %sin((k‘—kl)!x), reR.
k=1 """
057[/\/\ / W \\Mff"\,\/
1/1\,\/‘//\\ 7(‘).5 / 0‘.5 1‘0
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Un ensemble non-dénombrable de points de non-dérivabilité?
* Riemann 1861.
*+ Bolzano 1830. Premiére construction d’'une fonction nulle part dérivable.
+ Cellérier 1860.
+ Weierstrass 1872. Premier exemple publié.
+ Darboux 1873.
+ Peano 1890. Premier exemple d’une courbe “qui remplit 'espace”
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* Riemann 1861.
+ Bolzano 1830. Premiére construction d’'une fonction nulle part dérivable.
+ Cellérier 1860.
+ Weierstrass 1872. Premier exemple publié.
+ Darboux 1873.

+ Peano 1890. Premier exemple d’une courbe “qui remplit 'espace”: fonction
continue sur l'intervalle [0, 1] surjective dans le carré [0, 1] x [0, 1]. Construction
basée sur la décomposition en base 3. Ses composantes sont continues et nulle
part dérivables.
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Un ensemble non-dénombrable de points de non-dérivabilité?
+ Riemann 1861.
+ Bolzano 1830. Premiére construction d’'une fonction nulle part dérivable.
Cellérier 1860.
Weierstrass 1872. Premier exemple publié.
Darboux 1873.

Peano 1890. Premier exemple d’'une courbe “qui remplit I'espace”: fonction
continue sur l'intervalle [0, 1] surjective dans le carré [0, 1] x [0, 1]. Construction
basée sur la décomposition en base 3. Ses composantes sont continues et nulle
part dérivables.
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Un ensemble non-dénombrable de points de non-dérivabilité?
+ Riemann 1861.
+ Bolzano 1830. Premiére construction d’'une fonction nulle part dérivable.
+ Cellérier 1860
+ Weierstrass 1872. Premier exemple publié.
+ Darboux 1873.
+ Peano 1890. Premier exemple d’'une courbe “qui remplit I'espace”

+ Takagi 1903.
“+00

T(x)= Qindist(z"a:, Z)

n=0
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Un ensemble non-dénombrable de points de non-dérivabilité?

Riemann 1861.

Bolzano 1830. Premiére construction d’'une fonction nulle part dérivable.
Cellérier 1860.

Weierstrass 1872. Premier exemple publié.

Darboux 1873.

Peano 1890. Premier exemple d’'une courbe “qui remplit I'espace”
Takagi 1903.

Etc.
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“Je me détourne avec horreur et effroi de cette plaie lamentable
des fonctions continues qui n’ont point de dérivées”
(Correspondance de Hermite a Stiltjes, 1893)
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“Je me détourne avec horreur et effroi de cette plaie lamentable
des fonctions continues qui n’ont point de dérivées”
(Correspondance de Hermite a Stiltjes, 1893)

Contredit I'intuition: Fonction continue % on peut la dessiner sans lever le crayon!
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“Je me détourne avec horreur et effroi de cette plaie lamentable
des fonctions continues qui n’ont point de dérivées”
(Correspondance de Hermite a Stiltjes, 1893)

Contredit I'intuition: Fonction continue % on peut la dessiner sans lever le crayon!

Et pourtant...
* Vitesse d’un fluide turbulent
+ Signaux financiers
+ Codage de séquences d’ADN

Traffic internet

+ Température de l'air
+ Signaux biomédicaux
+ Etc.
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Fonction de Weierstrass

Soit a € ]0, 1] et soit b un nombre impair plus grand que 1 tel que ab > 1 + %w. La
fonction de Weierstrass W, ; est définie sur R par

Wap(x) = Z a® cos (bkmc).
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Fonction de Weierstrass

Soit a € ]0, 1] et soit b un nombre impair plus grand que 1 tel que ab > 1 + %w. La
fonction de Weierstrass W, ; est définie sur R par

Wap(x) = Z a” cos (brmz).
Bien défini? Ok par le critére de convergence de Weierstrass puisque

—+oo
Vz € R, |af cos(bima)| < a et Zak < +o00.
k=0
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Fonction de Weierstrass

Soit a € ]0, 1] et soit b un nombre impair plus grand que 1 tel que ab > 1 + %w. La
fonction de Weierstrass W, ; est définie sur R par

Wap(x) = Z a¥ cos (bkmc).

Bien défini? Ok par le critére de convergence de Weierstrass puisque
+oo

Vz € R, |af cos(bima)| < a et Zak < 400.
k=0

En particulier, W, ; est continu car limite uniforme de fonctions continues.
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Proposition
La fonction de Weierstrass W, ; : R — R n’est dérivable en aucun point de R. J
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Proposition
La fonction de Weierstrass W, ; : R — R n’est dérivable en aucun point de R.

Preuve. Soit zoy € R.
1. Construction d’une suite (Y., )m qui converge vers

Pour tout m > 1, on choisit ¢,,, € Z tel que
11
T, :=0""20 — Ccy € ] —3 2] ;
et on pose

Cm — 1
Ym = pm
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Proposition

La fonction de Weierstrass W, ; : R — R n’est dérivable en aucun point de R.

Preuve. Soit zoy € R.
1. Construction d’une suite (Y., )m qui converge vers

Pour tout m > 1, on choisit ¢,,, € Z tel que

11
T =020 — €y € ]—2, 2] ,
et on pose
Cm — 1
Ym = pm
Ona

Cm—1  ZTm +cm 1+xm€ 3 0
m — X0 = - = - T a1
Ym T 0= T pm b 2m
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2. Etude du quotient différentiel
Ona

Wa.p(x0) Za cos mco) et Wab(Ym) Za cos ﬂym)

donc

Wab(Ym) — Wap(xo) Z , cos(bEy,, ) — cos(bFmao)
Ym — To Ym — To
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2. Etude du quotient différentiel

Ona
Wa.p(x0) j{:a cos
donc
Wa,b(ym) - Wa,b(xO
Ym — 2o
ol
STro=
Sy =

C. Esser (ULg)

mco) et Way (Ym) Za cos ﬂym)
bk — Verx
Z 1 Cos(b Ty, ) — cos(b ) _gm g g
k=0 Ym = Lo
m—1

w Cos(bE Yy, ) — cos(bFmag)

Ym — To

a

¢ I

4 €os(bFy,, ) — cos(bF

Ym — o

a 71'250)

ES
I

m
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a) Regardons ST*

k’]T.’EQ)

m—1
bk — b
g = Z o cos(b*mym) — cos(
k=0 Ym = To
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a) Regardons S7"

m—1 .
g = Z o cos(bF 7y, ) — cos(bFmrg)
5—0 Ym — Zo

| COS(bk’/Ty'm,) - cos(bkwx0)| =

o xo
b / sin(bkwt)dt‘ < W / |sin(b¥t) | dt

Ym

IN

bkﬂ-lym - .L“o|
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a) Regardons ST*

m—1
by, ) — cos(bF
sm = Z o cos(b mym) — cos(b®mxg)

k=0 Ym — To

o zo
| cos(b*my,, ) — cos(bFmzg)| = bkw/ sin(bkmf)dt‘ < bkﬂ/ |sin(b¥t) | dt
< bkﬂ'lym — o
s < S ghloos(Etmm) - cos(btmro)|
k=0 |ym - :EO|
m—1
< (ab)rr
k=0
b)y™ —1 b)m
W(a) <(a)7r car ab>1.

ab—1 — ab-—-1
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a) Regardons ST*

gm Z 4 os(bF Yy, ) — cos(bFag)
' =0 Ym — To
xo xo
| cos(b*my,, ) — cos(bFmzg)| = bkw/ sin(bkwt)dt‘ < bkﬂ/ |sin(bk7rt)| dt
< bkﬂ-lym - $0|

o isr < mzl o | cos(bE Ty, ) — cos(bFmao)|
P [Ym — To
m—1
< (ab)*m
k=0

L(ab)™ — 1 (ab)™
= < 1.
b1 S ah_1 car ab>

On en tire que

S (ab—1)
(ab)™r
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b) Regardons 55"

o= +ZOO o cos(b¥my,,) — cos(br )
k—m Ym — Zo
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b) Regardons 55"

+ ,
Sm — f ak COS(bkﬂ-ym) - COS(kaFJTQ)
? k=m Ym — Lo
Comme b est impair, ¢,,, € Z, et y,,, = cvg;l

cos (0 my) = cos (b7 (e — 1)) = (=1)m 1 = —(=1)m
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b) Regardons 55"

+oo k _ S(bF
o= Z o cos(b* Y, ) — cos(b mwag)

— X
k—m Ym 0

Comme b est impair, ¢, € Z, et y,, = C’g—*l

cos (D myp ) = cos (b "7 (e — 1)) = (=1)m 1 = —(=1)m
et

cos (bk’]TIL'()) = cos (bk*mw(xm + cm))

= cos (bk_mﬂa:m) cos (bk_mﬂ'cm) — sin (bk_mﬂ'axm) sin (bk_mﬂ'cm)

(=1)° cos (bk_mmcm) .
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b) Regardons 55"

too k _ S(b*
o= Z o cos(b* Yy, ) — cos(b mwxp)

— X
k—m Ym 0

Comme b est impair, ¢, € Z, et y,, = C’g,,;l

cos (D myp ) = cos (b "7 (e — 1)) = (=1)m 1 = —(=1)m

et
cos (bkmvo) = cos (bk*mw(xm + ¢m))
= cos (bk_mﬂa:m) cos (bk_mﬂ'cm) — sin (bk_mmvm) sin (bk_mﬂ'cm)
= (=1)°" cos (bk_mmcm).
Ainsi
cos(bFmym) — cos(bmag) = —(=1)°" — (—=1)°" cos (B "mw,y)

—(=1)" (1 + cos (B*™mz,,))
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= 57

car Y, — Lo = —

C. Esser (ULg)

14z,

(—1yen f o 1+ cos (bk*mwxm)
k=m

+oo

Ym — Lo

1+ cos (bk_mmcm)

b (=1)m Z a®
k:n—:-oo

(ab)™(=1)°" > " aF
k

=0

Fonctions continues nulle part dérivables
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o Z k1+cos bk mwxm)

:>S77L — _

)
— m cm f k1+COS bk mﬂ'xm)

14z,
X 14 cos (VP 7ram)
= )" (=1 > a 1 cos (Vi)

k=0 Lt an

car yn, — xg = — <= Deplus, on a

+Z°° 1+ cos ( bwwm)>1+cos(7rxm)> 1 2
a _——
1+l’m N ]~+Im _1+% 3

puisqu'il s’agit d'une série & termes positifs et puisque ,,, € |3, 3.
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1 +cos bk mwxm)
— S;n - _ cm Z k

)
— m cm f k1+COS bk mﬂ'xm)

14z,
X 14 cos (VP 7ram)
= )" (=1 > a 1 cos (Vi)

k=0 Lt an

car yn, — xg = — <= Deplus, on a
io 1+ cos ( bwwm)>1+cos(7rxm)> 1 2
a =

1+l’m N ]~+Im _1+% 3

puisqu'il s’agit d’une série & termes positifs et puisque z,,, € | -3, 3]. Ainsi,

+oo

1+ cos b T m m o 2
Z ’“—me Y R W
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c) Total.

e ST (ab—1)
Em = ( 1) (ab)mw [ ]-7 1] (*)
X1+ cos (Vrray, - ” o 2
E k1—|—l‘7n) Z 1 et 52 = (ab) (—1) m g’f]m (**)

C. Esser (ULg) Fonctions continues nulle part dérivables Bruxelles, Aolt 2015 12/35



c) Total.

e ST (ab—1)
Em = ( 1) (ab)mw [ ]-7 1] (*)
X1+ cos (Vrray, - ” o 2
E k1—|—l‘7n) Z 1 et 52 = (ab) (—1) m g’f]m (**)

On peut réécrire

Wa,b(ym) - Wa,b(l'o)
Ym — o

T 2
m m 1Cm bm m = .
=857+ 57 = (—=1)°"(ab) (5 ab—lJrn 3)
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c) Total.
e ST (@b =1)
Em = ( 1) (ab)mw € [ ]-7 1] (*)

X1+ cos (Vrrwy,) 2
k m mo__ m Cm
Z —me >1 et SP=(a)"(-1)" 50 ()

On peut réécrire

Wavb(ym) - Wa7b(x0) _am m o Cm m T 2
Y — 7o =857+ 57 = (—=1)°"(ab) Emab—lJrnmS .

En utilisant (x),(xx) et I'hypothése ab > 1 + %ﬂ', il vient

T -+ 25 " L2y
Em—7F = m o o .
ab — g 3 ab—1 3

———

indépendant de m

Comme (ab)™ — +o0, la fonction W, ; n’est pas dérivable en x.
O
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Généralisations

+ Hardy 1916. Sia €]0,1[, b > 1 etab > 1, alors les fonctions

+00 too
Wh(z) = Z a¥sin (V7)) et Wa(z) = Z a® cos (Vimz)
k=0 k=0

sont continues et nulle part dérivables sur R.
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Généralisations

+ Hardy 1916. Sia €]0,1[, b > 1 etab > 1, alors les fonctions

Za sin (bFrz) et Wa(z) = Z a® cos (Vimz)

sont continues et nulle part dérivables sur R.
+ Porter 1919.

Zuk sin bkmc) et Wa(x Zuk cos bkmc)

Conditions sur les suites (uy )y (fonctions dérivables) et (by ) (entiers) pour avoir
des fonctions continues nulle part dérivables.
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Théoréme de Baire

+ Donne l'existence de fonctions qui sont difficiles a construire et a visualiser.
Exemple: fonctions dérivables nulle part monotones (C. Weil 1976).
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Théoréme de Baire

+ Donne l'existence de fonctions qui sont difficiles a construire et a visualiser.
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+ Donne une notion d’ensemble générique (i.e. large) d’'un point de vue
topologique.
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+ Donne l'existence de fonctions qui sont difficiles a construire et a visualiser.
Exemple: fonctions dérivables nulle part monotones (C. Weil 1976).

+ Donne une notion d’ensemble générique (i.e. large) d’'un point de vue
topologique.

Théoréme

Tout espace métrisable complet est de Baire, c’est-a-dire toute intersection
dénombrable d’ouverts denses est dense.
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+ Donne une notion d’ensemble générique (i.e. large) d’'un point de vue
topologique.

Théoréme

Tout espace métrisable complet est de Baire, c’est-a-dire toute intersection
dénombrable d’ouverts denses est dense.

Définition
Une partie d’'un espace de Baire est résiduel s'il contient une intersection
dénombrable d’ouverts denses.
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Théoréme de Baire

+ Donne l'existence de fonctions qui sont difficiles a construire et a visualiser.
Exemple: fonctions dérivables nulle part monotones (C. Weil 1976).

+ Donne une notion d’ensemble générique (i.e. large) d’'un point de vue
topologique.

Théoréme

Tout espace métrisable complet est de Baire, c’est-a-dire toute intersection
dénombrable d’ouverts denses est dense.

Définition
Une partie d'un espace de Baire est résiduel s’il contient une intersection
dénombrable d'ouverts denses.

» Tout ensemble résiduel est dense.

+ Le complémentaire d’'un ensemble résiduel est contenu dans une union
dénombrable de fermés d’intérieur vide. On dit qu’il est maigre ou de premiére
catégorie.
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Soit C([0, 1]) I'ensemble des fonctions continues sur [0, 1]. Sur cet espace, on définit
la norme || - || par

If1l == sup [f(z)], V[ eC(0,1]).

z€[0,1]

Muni de cette norme, C([0, 1]) est un espace complet.
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Soit C([0, 1]) I'ensemble des fonctions continues sur [0, 1]. Sur cet espace, on définit
la norme || - || par

If1l == sup [f(z)], V[ eC(0,1]).

z€[0,1]

Muni de cette norme, C([0, 1]) est un espace complet.

Lemme

Les polynémes forment une partie dense de C([0, 1]), i.e. pour tout f € C([0, 1]), il
existe une suite (P, )nen de polyndmes qui converge uniformément vers f sur [0, 1].

Les polynémes de Bernstein
- k k, .k n—k
Po(z)=) f{—|Cha"(1—=x)
n
k=0

conviennent.
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Théoréme (Banach - Mazurkiewicz, 1931)

Lensemble N'D des fonctions continues et nulle part dérivables sur [0, 1] est résiduel
dans C([0, 1]).
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Théoréme (Banach - Mazurkiewicz, 1931)

Lensemble N'D des fonctions continues et nulle part dérivables sur [0, 1] est résiduel
dans C([0, 1]).

Preuve. Si f est dérivable en x, on a

wp O = I@
yel0,1] ly — x|
Il s’ensuit que
CNDC | F,
nEeNp
ou

Fo={f€C([0,1]) : 3z €[0,1]tel que |f(y) — f(x)| < nly — 2| Yy € [0,1]}.

Il reste & montrer que F}, est un fermé d'intérieur vide de C([0, 1]).
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1. F), est fermé dans C([0, 1])
Soit (f%)ken une suite de F;, qui converge vers f dans C([0, 1]). Est-ce que f € F,,?
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1. F), est fermé dans C([0, 1])

Soit (f%)ken une suite de F;, qui converge vers f dans C([0, 1]). Est-ce que f € F,,?
Puisque fi € Fj,

Jzi, € [0,1] tel que |fr(y) — fr(zr)] < nly —ax| Yy €]0,1].

Comme la suite (% )ren est bornée, on peut en extraire une sous-suite (2, (x))ken
convergente. Notons z € [0, 1] sa limite.
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1. F), est fermé dans C([0, 1])

Soit (f%)ken une suite de F;, qui converge vers f dans C([0, 1]). Est-ce que f € F,,?
Puisque fi € Fj,

Jzy, € [0,1] telque |fi(y) — fr(ax)| < nly —ax| Wy €[0,1].

Comme la suite (% )ren est bornée, on peut en extraire une sous-suite (2, (x))ken
convergente. Notons z € [0, 1] sa limite. Alors

|f(y) — f(@)]
f) = fx W+ 1 fx(y) — fr(@r)| + [ fx(zk) = flex)| + | f(zrx) — f(2)]
2lf = fxll +nly —zx| + [f(zx) — f(2)].

IAIA
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1. F), est fermé dans C([0, 1])

Soit (f%)ken une suite de F;, qui converge vers f dans C([0, 1]). Est-ce que f € F,,?
Puisque fi € Fj,

Jzy, € [0,1] telque |fi(y) — fr(ax)| < nly —ax| Wy €[0,1].

Comme la suite (% )ren est bornée, on peut en extraire une sous-suite (2, (x))ken
convergente. Notons z € [0, 1] sa limite. Alors

[f(y) = f(=)]

< @) = frWl+ k@) = fr @)l + | fx () = Fle) + | f(zr) — f(2)]
< 2lf =[xl +nly — a2k +1f(zx) = f(2)].
Si K = m(k) — o0, on obtient

[f(y) = f(z)| < nly — =,
dou f € F,.
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2. F,, est d'intérieur vide dans C([0, 1])
Soit f € F,,. Montrons que pour toute > 0, B(f,e) € F,,.
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2. F,, est d'intérieur vide dans C([0, 1])

Soit f € F,,. Montrons que pour tout e > 0, B(f, ¢) g; F),. On cherche donc
g €C([0,1]) telque || f — g|| < e etg ¢ F,. Soit P un polynéme tel que

9
- P —.
IF =Pl <3
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2. F,, est d'intérieur vide dans C([0, 1])

Soit f € F,,. Montrons que pour tout e > 0, B(f, ¢) g; F),. On cherche donc
g €C([0,1]) telque || f — g|| < e etg ¢ F,. Soit P un polynéme tel que

9
- P —.
IF =Pl <3

Idée. Prendre g = P + h o ||h|| < § et |Dh(x)| “suffisamment grand”.
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2. F,, est d'intérieur vide dans C([0, 1])

Soit f € F,,. Montrons que pour tout e > 0, B(f, ¢) g; F),. On cherche donc
g €C([0,1]) telque || f — g|| < e etg ¢ F,. Soit P un polynéme tel que

£
- Pl <.
IF-Pl<;
Idée. Prendre g = P + hoou ||k < § et |Dh(z)| “suffisamment grand”. Alors
If =gl <Ilf =Pl +hll<e
et

|h(y) — h(z)| — |P(y) — P(z)]
Cly —z| - C'ly — =
(n+ 1)y — =

lg(y) — g(z)]

AVARAVARIV]
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Soit M = sup,¢(o17 |[DP ()], N € Ntelque eN > 2(M + n + 1) et la fonction
O (z) = dist(x, Z).
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Soit M = sup,¢(o17 |[DP ()], N € Ntelque eN > 2(M + n + 1) et la fonction

®(x) = dist(x, Z). Posons
h(z) = S®(Nz).

2
Remarquons que h est % - périodique, continue et sur [0, ﬁ [ ona
%Jc siz < ﬁ,
h(z) =
£(1—Nz) siz> k.
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Soit M = sup,¢(o17 |[DP ()], N € Ntelque eN > 2(M + n + 1) et la fonction
®(x) = dist(x, Z). Posons
h(z) = S®(Nz).

2
Remarquons que h est % - périodique, continue et sur [0, ﬁ [ ona
%Jc siz < ﬁ,
h(z) =
£(1—Nz) siz> k.

Ainsi,
Al = sup [h(z)| =
z€[0,1]

=M

et de plus, en tout point x,

N
D h(z)| = S > M 4n+1,
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SUPzel0,1] |DP(z)| = M
|IDTh(z)] > M +n+1
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SUPzel0,1] |DP(z)| = M
|IDTh(z)] > M +n+1

Par le TAF,
|P(y) — P(z)| < M|z —y| Vyel0,1].
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SUPzel0,1] |DP(z)| = M
|IDTh(z)] > M +n+1

Par le TAF,
|P(y) — P(z)| < M|z —y| Vyel0,1].

D’autre part, pour tout y > x suffisament proche de x, on a

h(y) = h(x)] > (M +n+ 1)z —yl.
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SUPzel0,1] |DP(z)| = M
|IDTh(z)] > M +n+1

Par le TAF,
|P(y) — P(z)| < M|z —y| Vyel0,1].

D’autre part, pour tout y > x suffisament proche de x, on a
h(y) = h(x)] > (M +n+ 1)z —yl.
On en tire qu'il existe y € [0, 1] tel que

lg(y) —g(x)] > (M +n+ 1)z —y| — M|z —y| > n|z —y|.
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Remarque. En particulier, N"D est dense dans C([0, 1]). Résultat obtenu sans
utiliser de fonction nulle part dérivable =—> Donne I'existence!
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Remarque. En particulier, N"D est dense dans C([0, 1]). Résultat obtenu sans
utiliser de fonction nulle part dérivable =—> Donne I'existence!

Autre preuve. Soit f € C([0, 1]). Fixons W € N'D.
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Remarque. En particulier, N"D est dense dans C([0, 1]). Résultat obtenu sans
utiliser de fonction nulle part dérivable =—> Donne I'existence!

Autre preuve. Soit f € C([0, 1]). Fixons W € N'D. Comme f — W € C([0, 1]), il
existe une suite (P, ), de polyndmes tels que

|f =W — P,|| — 0 lorsque n — +oo.

La suite (W + P,,),, converge donc vers f dans C([0, 1]).
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Remarque. En particulier, N"D est dense dans C([0, 1]). Résultat obtenu sans
utiliser de fonction nulle part dérivable =—> Donne I'existence!

Autre preuve. Soit f € C([0, 1]). Fixons W € N'D. Comme f — W € C([0, 1]), il
existe une suite (P, ), de polyndmes tels que

|f =W — P,|| — 0 lorsque n — +oo.

La suite (W + P,,),, converge donc vers f dans C([0, 1]). De plus, s'il existe
x € [0,1] tel que W + P, est dérivable en z, alors il en est de méme pour
W = (W + P,) — P,, ce qui est impossible.
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Remarque. En particulier, N"D est dense dans C([0, 1]). Résultat obtenu sans
utiliser de fonction nulle part dérivable =—> Donne I'existence!

Autre preuve. Soit f € C([0, 1]). Fixons W € N'D. Comme f — W € C([0, 1]), il
existe une suite (P, ), de polyndmes tels que

|f =W — P,|| — 0 lorsque n — +oo.

La suite (W + P,,),, converge donc vers f dans C([0, 1]). De plus, s'il existe
x € [0,1] tel que W + P, est dérivable en z, alors il en est de méme pour
W = (W + P,) — P,, ce qui est impossible.

— Utilise I'existence d’une fonction nulle part dérivable!
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La notion de résidualité est purement topologique.
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La notion de résidualité est purement topologique.

Autres notions.

+ Prévalence (Christensen 1972, Hunt, Sauer et Yorke 1992). Généralise la notion
de presque partout a des espaces de dimension infinie.
Hunt 1994: N'D est prévalent.
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La notion de résidualité est purement topologique.

Autres notions.

+ Prévalence (Christensen 1972, Hunt, Sauer et Yorke 1992). Généralise la notion
de presque partout a des espaces de dimension infinie.
Hunt 1994: N'D est prévalent.

+ Linéabilité (Aron, Gurariy, Seoane-Sepulveda 2005). Existence de larges
structures algébriques formées d’objets particuliers.
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La notion de résidualité est purement topologique.

Autres notions.

+ Prévalence (Christensen 1972, Hunt, Sauer et Yorke 1992). Généralise la notion
de presque partout a des espaces de dimension infinie.
Hunt 1994: N'D est prévalent.

+ Linéabilité (Aron, Gurariy, Seoane-Sepulveda 2005). Existence de larges
structures algébriques formées d’objets particuliers.
Jiménez-Rodriguez, Mufioz-Fernandez et Seoane-Sepulveda 2013: N'D est
linéable. Plus précisément, toute combinaison linéaire non-nulle des fonctions

+oo
Wo(z) = Zak cos(9mz), ac€ ]g, 1]
k=0

est nulle part dérivable.
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Exposant de Holder

Question. Etant donné une fonction continue qui n'est pas dérivable en un point,
comment peut-on caractériser l'irrégularité en ce point?
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Exposant de Holder

Question. Etant donné une fonction continue qui n'est pas dérivable en un point,
comment peut-on caractériser l'irrégularité en ce point?

T |x—2]
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Soit f : R — R une fonction localement bornée, « € [0, 1] et zp € R. On dit que
f € C*(xp) s'il existe une constante C' > 0 et un voisinage V de zy tel que

|[f(z) — f(zo)| £ Clo — xo]¥, VzeV.
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Soit f : R — R une fonction localement bornée, « € [0, 1] et zp € R. On dit que
f € C*(xp) s'il existe une constante C' > 0 et un voisinage V de zy tel que

|f(z) = f(zo)] < Clx —xo|*, VzeV.
De maniére équivalente, on peut demander I'existence d’'un § > 0 tel que

|f(zo +1) — f(wo)| < ClI|*, V|I| < 6.
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Soit f : R — R une fonction localement bornée, « € [0, 1] et zp € R. On dit que
f € C*(xp) s'il existe une constante C' > 0 et un voisinage V de zy tel que

|f(z) = f(zo)| < Clo — 0|, VzeV.

De maniére équivalente, on peut demander I'existence d’'un § > 0 tel que
[f(zo +1) — f(zo)| < ClUI%, V]I <6

Définition

Soit f : R — R une fonction localement bornée, o > 0 et zg € R. On dit que

f € C*(x0) s'il existe une constante C' > 0, un polynéme P de degré strictement
inférieur a v et 6 > 0 tel que

F@o+1) - PO < ClI*, WI| < 6.
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Proposition

Si f € C*(x0), le polyndbme P apparaissant dans la définition est unique.

Preuve. Supposons que
[f(xo+1) — Pi()] < CL|I|* V|| < 01

[f (o +1) = Bo(l)] < Cofl]* V[I] <62
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Proposition

Si f € C*(x0), le polyndbme P apparaissant dans la définition est unique.

Preuve. Supposons que
|f(zo +1) — Pi(D)| < Ci[l|* V[I] < 64

[f (o +1) = Bo(l)] < Cofl]* V[I] <62
Posons C' = max{C,Cs} et 6 = min{dy,d2}. Pour|l| < d,ona

[PL(l) = Po(D)] < |f (o +1) = P(D)| + | f (wo +1) = Pa(D)] < 2C1[".

C. Esser (ULg) Fonctions continues nulle part dérivables Bruxelles, Aolt 2015

25/35



Proposition
Si f € C*(x0), le polyndbme P apparaissant dans la définition est unique. J

Preuve. Supposons que
[f(xo+1) — Pi()] < CL|I|* V|| < 01
[f(zo +1) = Pa(I)] < Col|* VI| < 62
Posons C' = max{C,Cs} et 6 = min{dy,d2}. Pour|l| < d,ona
[P(l) = Pa(D)] < |f(zo +1) = Pr(D)] + [ f (wo + 1) — Pa(D)] < 2C1|.
Ainsi,
P (l)— P
sup [P1(1) — P2 (1)

20l <90
l|<5 |1]

ce qui est impossible car P; — P5 est un polynédme non-nul de degré strictement

inférieur a .
O
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Proposition
Si f € C*(x0), le polyndbme P apparaissant dans la définition est unique. J

Remarque. Le terme indépendant du polynéme P est donc f(zg).
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Proposition
Si f € C*(x0), le polyndbme P apparaissant dans la définition est unique. J

Remarque. Le terme indépendant du polynéme P est donc f (o).

Corollaire

Si f € C*(xp) et sifest |«] fois continument dérivable au voisinage de x, alors le
polynéme qui apparait dans la définition est le polyndme de Taylor de f a I'ordre |
au point zg (@ l'ordre oo — 1 si o € N).
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Proposition
Si f € C*(x0), le polyndbme P apparaissant dans la définition est unique. J

Remarque. Le terme indépendant du polynéme P est donc f(zo).

Corollaire

Si f € C*(xo) et sifest |« fois continument dérivable au voisinage de xy, alors le
polynéme qui apparait dans la définition est le polyndme de Taylor de f a I'ordre |
au point zg (a l'ordre a — 1 si a € N).

Preuve. La formule de Taylor limitée a I'ordre |« | donne

L)
R(l
flzo+1) Z o :co 2R+ R(1) ob h_r)r(l) lLiJ)

=0.

P()
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Proposition
Si f € C*(x0), le polyndbme P apparaissant dans la définition est unique. J

Remarque. Le terme indépendant du polynéme P est donc f(z).

Corollaire

Si f € C*(xp) et sifest |« fois continument dérivable au voisinage de x, alors le
polynéme qui apparait dans la définition est le polyndme de Taylor de f a I'ordre ||
au point zg (@ l'ordre oo — 1 si o € N).

Preuve. La formule de Taylor limitée a 'ordre |« | donne

o] k)
_ = fW(o) o R(OD
f(xo+l)*k§70 o LR o Tim —rs = 0.

P(1)
Ainsi, il existe C' > 0 tel que
|f(zo +1) = P(D] = [R()] < CI]*

si [ est suffisamment petit. L]
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Proposition
Si f € C*(x0), le polyndbme P apparaissant dans la définition est unique. J

Remarque. Le terme indépendant du polynéme P est donc f (o).

Corollaire

Si f € C*(xp) et sifest |«] fois continument dérivable au voisinage de x, alors le
polynéme qui apparait dans la définition est le polyndme de Taylor de f a I'ordre |
au point zg (@ l'ordre oo — 1 si o € N).

Remarque.
« f € Cl(zg) # f estdérivable en z¢. Ex.  + |z — x|
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Proposition
Si f € C*(x0), le polyndbme P apparaissant dans la définition est unique. J

Remarque. Le terme indépendant du polynéme P est donc f(zo).

Corollaire

Si f € C¥(x) et sifest |a] fois continument dérivable au voisinage de o, alors le
polynéme qui apparait dans la définition est le polyndme de Taylor de f a I'ordre |
au point zg (a l'ordre a — 1 si a € N).

Remarque.
« f € Cl(zmg) # f estdérivable en z¢. Ex. z + |z — x|

« Par contre, f € C1*2(x() = f est dérivable en z.
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Proposition

Sia’ < a, alors C*(xzg) C Ca,(l‘g).

C. Esser (ULg)

Fonctions continues nulle part dérivables

T 9ac
Bruxelles, AoGt 2015

26/35



Proposition

Sia < a, alors C(zg) € C (x).

Définition
Lexposant de Holder de f en x est défini par

hy(zg) =sup{a>0: f € C*(xo)}.

— hy(x0) informe sur la régularité de f en x¢. Plus il est petit, plus le graphe est
irrégulier au voisinage de x.
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Proposition

Pour tout z € R, on a hw, ,(z) =

= —12% €]0,1[ (ab>1).
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Pour tout = € R, ona hy, ,(z) = —llzi‘; €10,1[ (ab>1).

Proposition J

: M M/M
01
| | | L
EYm] J ox
o1

Exposants de Holder de 0.894, 0.649 et 0.473
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Proposition
Pour tout z € R,ona hy, , (z) = *112‘2(; €10,1[ (ab>1). J

loga

Tog b et fixons x € R.

Idée de la preuve. Posons o := —

1. Pour tout z € R, W, , € C*(z)

Pourl €] — 1,1[, on pose m := {— lf’ogg‘élJ et on considére le découpage

[Wap(x +1) = Wap(z)|

m—1 +o0
< Z a”| cos (bkw(:v +1)) — cos (bkmc)| + Z a”| cos (bkﬂ'(l' +1)) — cos (bkﬂ'ib)|
k=0 k=m
::571" :sgn
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Proposition
€10,1] (ab > 1). J

Pour tout z € R, on a hy, ,(z) = *iii‘i

Idée de la preuve. Posons o := — {Zi ¢ et fixons x € R.

1. Pour tout z € R, W, , € C*(z)

Pourl €] — 1,1[, on pose m := {— lﬁ)gé‘élJ et on considére le découpage
|W (@ +1) = Wap(z)]

< Z |cos bk (z+1)) — cos (b mx)|+ Z *| cos (bkﬂ'(l' +1)) — cos (kaI'ZC)|

k=m
=sT" =sy*
Comme fait précédemment, on a
T 2
sV < —l|* et st < ————|I|*
17ab_1|| 27a(l_a)||
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Proposition

Pour tout 2 € R, on a hw, , (z) = —log‘; €10,1] (ab > 1).

log

loga :
Tog b et fixons x € R.

Idée de la preuve. Posons o := —

1. Pour tout z € R, W, , € C*(z)

Pourl €] —1,1[, on pose m := {— lﬁ)gg‘gJ et on considere le découpage
[Wap(z +1) = Wap(2)|
m—1 “+ oo
< Z a¥|cos (b m(x +1)) — cos (b*mz)| + Z a*|cos (b*m(z +1)) — cos (b*rz)|
k=0 k=m
=s =sy
Comme fait précédemment, on a
m ™ (0% m 2 (0%
< l et < —-—7-|
Sl—ab_1|| Sz_a(l—a)H

= [Wap(z+1) = Wap(o)| <ClI|* Vie]-11]
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2. Pour tout = € R et pour tout € > 0, montrons que W, , ¢ C**¢(x)

Raffinement de la preuve de la non-dérivabilité de W, ;, en tout point. On considére

—1

3

Wap(x+1) — Wep(z) = a” (cos (bkﬂ(x +1)) — cos (bkmﬂ))
k=0
+ am(cos (b™m(z 4+ 1)) — cos (bmmr)) + JFZOO a” (cos (bkw(x +1)) — cos (bkmr)),
m—+1
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2. Pour tout = € R et pour tout € > 0, montrons que W, , ¢ C**¢(x)

Raffinement de la preuve de la non-dérivabilité de W, ;, en tout point. On considére

—1

3

Wap(x+1) — Wep(z) = a” (cos (bkﬂ'(l’ +1)) — cos (bkmﬂ))
k=0
+ am(cos (b™m(z 4+ 1)) — cos (bmmr)) + JFZOO a” (cos (bkw(x +1)) — cos (bkmv)),
m—+1

Les deux sommes peuvent étre majorées comme précédemment. En ce qui concerne
le terme du milieu, pour une infinité de [ (et donc de m), on a

m m m o m m |Z|O‘
a™|cos (b™m(x+1)) — cos (b"7wx)| > |I|*| cos (b m(z +1)) —cos (b™mz)| > TR

O
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Remarques.

+ La fonction de Weierstrass a le méme exposant de Hélder en chaque point!
—> Fonction irréguliére tres réguliere!!
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Remarques.
+ La fonction de Weierstrass a le méme exposant de Hélder en chaque point!
—> Fonction irréguliére tres réguliere!!

Fonctions pour lesquelles I'exposant de Hélder change radicalement d’un point a
l'autre: fonctions multifractales. Calcul du spectre multifractal (donne une idée
géométrique de la répartition des irrégularités).
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Remarques.
+ La fonction de Weierstrass a le méme exposant de Hélder en chaque point!
—> Fonction irréguliére tres réguliere!!
Fonctions pour lesquelles I'exposant de Hélder change radicalement d’un point a
l'autre: fonctions multifractales. Calcul du spectre multifractal (donne une idée
géométrique de la répartition des irrégularités).
- Base d’ondelettes de L?(R). Base orthonormée de la forme

Gip(x) =252z —k), j kel

Ainsi, si f € L*(R),

f= Z ch,kl/}j,k ol ¢ = 9% / f@)(2z — k)dx.

JET ke R
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Remarques.
+ La fonction de Weierstrass a le méme exposant de Hélder en chaque point!
—> Fonction irréguliére tres réguliere!!

Fonctions pour lesquelles I'exposant de Hélder change radicalement d’un point a
l'autre: fonctions multifractales. Calcul du spectre multifractal (donne une idée
géométrique de la répartition des irrégularités).

- Base d’ondelettes de L?(R). Base orthonormée de la forme

Gip(x) =252z —k), j kel

Ainsi, si f € L*(R),

f= chjkwjkoucjk—22/f (272 — k)dx.

JEL kEZ

1 .
— hy(z) = liminf 1nf og(|cj,k)

Jaffard 1991
e a2 + k2o —q)) affard 1991)

C. Esser (ULg) Fonctions continues nulle part dérivables Bruxelles, AoGt 2015 29/35



Remarques.
+ La fonction de Weierstrass a le méme exposant de Hélder en chaque point!
—> Fonction irréguliére tres réguliere!!

Fonctions pour lesquelles I'exposant de Hélder change radicalement d’un point a
l'autre: fonctions multifractales. Calcul du spectre multifractal (donne une idée
géométrique de la répartition des irrégularités).

- Base d’ondelettes de L?(R). Base orthonormée de la forme

Gip(x) =252z —k), j kel

Ainsi, si f € L*(R),

f= chjkwjkoucjk—22/f (272 — k)dx.

JEL kEZ

1 .
— hy(z) = liminf 1nf og(|cj,k)

Jaffard 1991
e a2 + k2o —q)) affard 1991)

Avantage: Calcul de h(z) plus simple et assez stable numériquement
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Une conjecture célebre

* Le graphe de W, ; est trés irrégulier, pas d’échelle d’observation privilégiée.
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Une conjecture célebre

* Le graphe de W, ; est trés irrégulier, pas d’échelle d’observation privilégiée.
+ Ensemble fractal
+ contient des détails a n'importe quelle échelle
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Une conjecture célebre

* Le graphe de W, ; est trés irrégulier, pas d’échelle d’observation privilégiée.

+ Ensemble fractal
+ contient des détails a n'importe quelle échelle
+ posséde souvent une certaine auto-similarité
* ne peut étre décrit par le langage géométrique traditionnel (pas le lieu des points qui
vérifient une condition géométrique, ou les solutions d’une équation simple)
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Une conjecture célebre

* Le graphe de W, ; est trés irrégulier, pas d’échelle d’observation privilégiée.
+ Ensemble fractal
+ contient des détails a n'importe quelle échelle
+ posséde souvent une certaine auto-similarité
* ne peut étre décrit par le langage géométrique traditionnel (pas le lieu des points qui
vérifient une condition géométrique, ou les solutions d’une équation simple)
+ obtenu par une procédure de récurrence simple
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Une conjecture célebre

* Le graphe de W, ; est trés irrégulier, pas d’échelle d’observation privilégiée.

* Ensembile fractal

contient des détails a n'importe quelle échelle
possede souvent une certaine auto-similarité
ne peut étre décrit par le langage géométrique traditionnel (pas le lieu des points qui
vérifient une condition géométrique, ou les solutions d’une équation simple)
obtenu par une procédure de récurrence simple
est “grand” (non-dénombrable) mais en général a une mesure de Lebesgue nulle.
— la “dimension fractale” de I'ensemble est strictement supérieure
a sa dimension topologique.
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Une conjecture célebre

* Le graphe de W, ; est trés irrégulier, pas d’échelle d’observation privilégiée.

* Ensembile fractal

contient des détails a n'importe quelle échelle
possede souvent une certaine auto-similarité
ne peut étre décrit par le langage géométrique traditionnel (pas le lieu des points qui
vérifient une condition géométrique, ou les solutions d’une équation simple)
obtenu par une procédure de récurrence simple
est “grand” (non-dénombrable) mais en général a une mesure de Lebesgue nulle.
— la “dimension fractale” de I'ensemble est strictement supérieure
a sa dimension topologique.

+ Les dimensions fractales prennent des valeurs non entiéres: traduire la maniére
dont un ensemble fractal occupe I'espace a toutes les échelles.
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Une conjecture célebre

* Le graphe de W, ; est trés irrégulier, pas d’échelle d’observation privilégiée.
+ Ensemble fractal
+ contient des détails a n'importe quelle échelle
+ posséde souvent une certaine auto-similarité
* ne peut étre décrit par le langage géométrique traditionnel (pas le lieu des points qui
vérifient une condition géométrique, ou les solutions d’une équation simple)
+ obtenu par une procédure de récurrence simple
+ est “grand” (non-dénombrable) mais en général a une mesure de Lebesgue nulle.
— la “dimension fractale” de I'ensemble est strictement supérieure
a sa dimension topologique.
+ Les dimensions fractales prennent des valeurs non entiéres: traduire la maniére
dont un ensemble fractal occupe I'espace a toutes les échelles.

+ Dimension de Hausdorff et dimension de Minkowski (box-counting).
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Soit BC R" ets > 0.

Si ¢ > 0, on dit que (B;);en est un d-recouvrement de B si
+ diam(B;) < § pour tout j € N
- BC UjEN Bj
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Soit BC R" ets > 0.

Si ¢ > 0, on dit que (B;);en est un d-recouvrement de B si
+ diam(B;) < § pour tout j € N
- BC UjEN Bj

On pose
H;(B) = inf Zdiam(Bj)S : (Bj)jen 9 — recouvrement de B
JEN
et on définit la mesure de Hausdorff 7{° par

H*(B) =supH5(B) = lim H5(B)
§>0 6—0+
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* Mesures de Hausdorff: généralisations de la mesure de Lebesgue

71-"/2

H"(B) = cpLy(B) ou ¢, = W
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* Mesures de Hausdorff: généralisations de la mesure de Lebesgue

7'('"/2

H"(B) = cpLy(B) ou ¢, = W

+ Dimension de Hausdorff: permet de déterminer la mesure de Hausdorff la mieux
adaptée a I'ensemble.
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* Mesures de Hausdorff: généralisations de la mesure de Lebesgue

"(B L.(B) ot "
H"(B) = ¢, L (B) ou cn—m.

+ Dimension de Hausdorff: permet de déterminer la mesure de Hausdorff la mieux
adaptée a I'ensemble.
Il existe une valeur critique pour laguelle le graphe de s — H*(B) “saute” de
linfini a 0.

H(B)

La dimension de Hausdorff dimy (B) de B
est définie par

dimy (B) = sup{s > 0: H*(B) = oo}.

0 dimy(B) s
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Conjecture (Mandelbrot 1977)

La dimension de Hausdorff du graphe de W,  vaut 2 — o, oll @« = — loga

logb*
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loga

La dimension de Hausdorff du graphe de W, ; vaut 2 — o, ol v = — 525

Conjecture (Mandelbrot 1977) J

Arguments.
+ dimyGraphe(Wy ) <2 — «
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Conjecture (Mandelbrot 1977)

La dimension de Hausdorff du graphe de W, ; vaut 2 — a, oll v = — 1284

logb*

Arguments.
+ dimyGraphe(Wy ) <2 — «
+ dimpgGraphe(W, ;) = 2 — « (Kaplan, Mallet-Paret, Yorke 1984)

)
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Conjecture (Mandelbrot 1977)

La dimension de Hausdorff du graphe de W, ; vaut 2 — a, oll v = — 1284

logb*

Arguments.
+ dimy Graphe(W, ;) <
+ dimpGraphe(We ) =2 — Kaplan Mallet-Paret, Yorke 1984)

dlmHGraphe( a,b) = 2 — a avec une probabilité 1, ol Wa p est la fonction de
Weierstrass avec une phase aléatoire uniforme (Hunt 1998)
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Conjecture (Mandelbrot 1977)

La dimension de Hausdorff du graphe de W, ; vaut 2 — a, oll v = — 1284

logb*

Arguments.
+ dimy,Graphe(W, ;) <2 —«
+ dimpGraphe(W, ;) = 2 — a (Kaplan, Mallet-Paret, Yorke 1984)
. dimHGraphe(me) = 2 — « avec une probabilité 1, ol W%b est la fonction de
Weierstrass avec une phase aléatoire uniforme (Hunt 1998)

+ dimy,Graphe(W, ) = 2 — « pour tout entier b “suffisamment grand” (Biacino
2011)
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Conjecture (Mandelbrot 1977)

La dimension de Hausdorff du graphe de W, ; vaut 2 — a, oll v = — 1284

logb*

Arguments.
+ dimyGraphe(Wy ) <2 — «

dimpGraphe(W, ) = 2 — « (Kaplan, Mallet-Paret, Yorke 1984)

dimHGraphe(me) = 2 — « avec une probabilité 1, ol W%b est la fonction de
Weierstrass avec une phase aléatoire uniforme (Hunt 1998)

dimy, Graphe(W, ;) = 2 — « pour tout entier b “suffisamment grand” (Biacino
2011)

Pour tout entier b > 2, il existe 5\1, < A\p < 1tels que
dimy, Graphe(W, ) =2 — «
pour tout a € | Ay, 1] et pour presque tout a € }S\b, 1[ (Baransky, Barany,

Romanowska, 2014)
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