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Introduction m Les corrélations entre actifs

m Importance par exemple pour déterminer

H La valeur d'un actif — actions, options, obligations,...

]

Le cofit lié la structure du capital d'une entreprise — cofit des fonds
propres (CAPM)

La politique de couverture face un facteur de risque — devises, matieres
premiéres, taux d'intéréts

A Choix de vendre ou acheter un actif (mobilier ou immobilier) dans la
gestion d'un patrimoine — compromis entre risque et valeur

Respect des réglementations — Basel Ill, Solvency Il, IFRS 9, IAS 39...
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Pe+De—Py ti
—— mR = % — rendement sur la période [t — 1; t]

m D; — dividende, I'intérét payé, rendement d'opportunité ou cofit
de stockage en t

Harry Vander Elst Modeéles de volatilité



BSSM  Motivation : actifs financiers et rendements

Modeles de
volatilité
5/39

P; — prix d'un actif au temps t
Harry Vander
Elst

Pe+De—Py ti
—— mR = % — rendement sur la période [t — 1; t]

m D; — dividende, I'intérét payé, rendement d'opportunité ou cofit
de stockage en t

aP;—aP;_1
an,l

Souvent R; =

H D: n'est pas toujours disponible facilement...

Fractionnement d’actions — 1 actions a 100 — 2 actions a 50

Par facilité : r, = Iog(a,‘i’j_fl) =log(l1+ R) ~ R:
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m Des faits stylisés sont des régularités empiriques observées dans
les données historiques

Faits stylisés

m Mandelbrot (1963) observe plusieurs propriétés empiriques
apparaissant dans la pluspart des actions aux USA

m Vérifions ces régularité avec une action au hasard

Harry Vander Elst Modeéles de volatilité



BSSM Apple

Modeles de
volatilité

8/39

Harry Vander
Elst

Faits stylisés

Harry Vander Elst

Modeéles de vola

Steve Jobs

1955-2011

Stay hungry
Stay foolish

Steve Jobs
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2. Les rendements ont une moyenne stationnaire
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Formulation générale

Un modele conditionnellement hétéroscédastique est défini comme :

re = pu+ oer (1)
Ou
m 4 est un parameétre constant représentant la moyenne de r;
me ~i.0.d.D(0,1)
m o; est F;_1 - mesurable
mo; >0

r: est un bruit blanc a variance conditionnellement variable et le but
est de construire un modele pour oy = g(0, Fr—1) ot 0 est un
ensemble paramétres.
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Eist E[r] = E[p+ ores]
= p+ E[e]E[o¢]
I
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Eist E[r] = E[p+ ores]
= p+ E[e]E[o¢]
I
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3. La volatilité nest pas constante v/

Var[re|Fi—1] = E[e202|F;_1]
= E[o7|Fe—1]E[e}|Fe—1]

2
Ot
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Eist E[r] = E[p+ ores]
= p+ E[e]E[o¢]
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3. La volatilité nest pas constante v/

Var[re|Fi—1] = E[e202|F;_1]
= E[o7|Fe—1]E[e}|Fe—1]
o 2
= Ut

4. Les rendements se comportent comme un bruit blanc v/
C()V(rt—7 rtfh) = E[EtO'tEtth'tfh]

= E[Gt]E[Uth_hO't_h]
0
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e 6. Les rendements ont une distribution leptokurtique v/

Varlre] = El¢{o] = E[o]]
Sous I'hypothese que e; ~ i.i.d.N(0,1)

Modeles de

Volatilité E[(I’t _ ‘u)4] = E[e?a’?] = E[CT?]E[O'?] = 3E[U?]

On obtient

el ) 3EDY
E[(re — > E[o7]?
3(Var[o?] + E[0?]?)

E[o]2
Var[o?]
Flo?)?

K[r]

= 3(1+ ) >3
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Premiere génération - ARCH(q) - Engle (1982)

Un modele ARCH(q) (AutoRegressive Conditional Heteroskedastic)
est défini comme :

rr = W + 06 (2)
q

62 = wH Z izt ; (3)
i=1

Ou :
B 4 est un paramétre constant représentant la moyenne de r;
me ~iidD(0,1)etzz=r—p
mw>00>0fri=1,..,g—1letoag>0

Ce modele comprend g+1 coefficients a estimer.

Harry Vander Elst Modeles de volatilité
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Premiére génération - GARCH(p,q) - Bollerslev (1986)

Définition
Un modele GARCH(p,q) (Generalized AutoRegressive Conditional
Heteroskedastic) est défini comme :

e = W + o€ (4)
q P

o = W+Zaizt2—i+25jaf—j ()
i=1 j=1

Where :
m [ est un parametre constant représentant la moyenne de r;
B € ~~ IIdD(O,l) et zz = ry — 1%

mw>00;>0fri=1,..,9—-1, a3 >0, 5; >0 for
j=1.,p—1letf,>0

Nous avons q+p-+1 parametres dans le modele.

Harry Vander Elst Modeles de volatilité
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Leverage effect - EGARCH(p,q) - Nelson (1991)

Un modele EGARCH(p,q) (Exponential GARCH) est défini comme :

= W = O¢€t (6)
q P
logo; = w+ Z aig(ee—i) + Z Bjloga._; (7)
i=1 Jj=1

Ou :
m g(e—i) = Oerj +Y(|ee—il — Elee—il)
m w, aj, B, 0 et v sont des nombres réels

X Ne tiens pas compte de la mémoire longue

Harry Vander Elst Modeles de volatilité
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logo? = w + g(er_1) + Plogo?_,
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logof = w + g(ee-1) + Blogay

De maniere équivalente :

Premiére
génération

(1 - BL)logo; = w + g(ee-1)
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logof = w + g(ee-1) + Blogay

De maniere équivalente :

Premiére
génération

(1 - BL)logo; = w + g(ee-1)

oo
|Og0? =0+ Z ﬁjg(et,l,k)
k=0
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logo? = w + g(et-1) + Blogoi_,

De maniere équivalente :

Premiére
génération

(1 — BL)logo? = w + g(er—1)

oo
logo? = & + Z Bgler—1-1)
k=0

logo? =& + A\(L)g(€ee—1)

Les coefficients 8% du filtre contrdlent le niveau de mémoire et ont
une décroissance exponentielle !
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ALTTEy ML Transformons le modéle EGARCH(1,1) :

(1—BL)(1 - L)ogo? = w+ g(er—1)

Premiére

EEE Oude(0,1)et (1—2z)=>"7"004xz"

logo? =&+ [1— BL*(1 - L) g(er1)
logo? =& + A(L)g(ee—1)

Les coefficients A\, du filtre contrdlent le niveau de mémoire et ont
une décroissance hyperbolique !

Harry Vander Elst Modeéles de volatilité
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Un modele FIEGARCH(p,d,q) (Fractionally Integrated EGARCH) est
défini comme :

Premiére

génération rr = W+ ote (8)

w+ Z Mg (€t—1-k) (9)

i=k

2
logo;

Ou :
m g(er—i) = Oce—j + y(lee—i| — Eler—il)
B w, A\, 0 et v sont des nombres réels

Harry Vander Elst Modeles de volatilité
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m Gigantesque quantité d'information pour calculer des volatilités
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m Bases de donnés regroupant les transactions intra-journalieres
m Gigantesque quantité d'information pour calculer des volatilités

m Calcul de mesure non-paramétriques de la volatilité passée
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m Bases de donnés regroupant les transactions intra-journalieres

m Gigantesque quantité d'information pour calculer des volatilités

m Calcul de mesure non-paramétriques de la volatilité passée

Seconde
génération

Ex : pour le jour t, N transactions/prix disponibles (N-1 rendements)

N—-1
VR =Y 2,
i=1
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m Bases de donnés regroupant les transactions intra-journalieres

m Gigantesque quantité d'information pour calculer des volatilités

m Calcul de mesure non-paramétriques de la volatilité passée
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Ex : pour le jour t, N transactions/prix disponibles (N-1 rendements)

N-1
VR: = E I
i=1
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La différence entre la premiére et la second génération est...

.7’-}1 = < where x5 = {rs}

Seconde ‘Ff2 = ~ Where Xs - {rS)VRS}

génération
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La différence entre la premiére et la second génération est...

Fio= o(xss<t) where xo={r}
Seconde ‘Ff2 = J(XS) S S t) Whel’e Xs = {rS)VRs}

génération

...I'information disponible!
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Un modele Real GARCH(p,q) (Realized GARCH) est défini comme :

re = W+ o€ (10)
q p

=l 0f = wt) aVRe+) ot (11)
i=1 Jj=1

VR = &+ 02+ u; (12)

Where :

mu ~i.i.d.N(0,0,) et VR; est une variance réalisée
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m Leverage effect — RealEGARCH — Hansen et Huang (2012)
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m Leverage effect — RealEGARCH — Hansen et Huang (2012)
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m Leverage effect — RealEGARCH — Hansen et Huang (2012)

Seconde m Mémoire longue — FloGARCH

génération
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Conclusion

Les modéles de volatilité sont trés utiles en finance

m Les modeéles de type ARCH ont eu énormément de succés ces 30
derniéres années

m |l existe énormément d’approches pour modéliser la volatilité des
rendements

m Mais aussi les corrélations et les covariances (MGARCH)

m Beaucoup reste a faire :

m Généraliser les modeles existant dans le contexte multivariés

m Nouveau modeles utilsant les nouvelles information disponibles (VR,
Vol. induite, etc.)

Harry Vander Elst Modeles de volatil
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