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Jules Henri Poincaré (1854-1912)
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Cherchons & nous rendre compte de la nature de ce concours; les figures
suppléent d'abord al'intirmité de notre esprit en appelant nos sens & son
secours; mais c¢ n'est pas seulement cela. On a bien souvent répété que
la Géométric est I’art de hien raisonner sur des figures mal faites; encore
ces figures, pour ne pas nous tromper, doivent-clles satisfaire a certaines
conditions; les proportions peuvent étre grossiérement alterées, mais les
positions relatives des diverses parties ne doivent pas étre bouleversées.

L'emploi des fignres a done avant tout pour hut de nous faire connaitre
certaines relations entre les objets de nos études, et ces relations sont
celles dont s’occupe une branche de la Géométrie que 'on a appelée
Analysis Situs, et qui déerit la situation relative des points des lignes et
des surfaces, sans aucune considération de lenr grandeur.

11y a des relations de méme nature entre les étres de 'hy perespace; il y
a done une Analysis Situs a plus de trois dimensions, comme 1'ont mon-

tré Riemann et Betti.

Henri Poincaré, Analysis Situs (1895)
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La topologie est souvent appelée la science du caoutchouc.
Intuitivement deux objets sont considéré les mémes si on peut
déformer |'un dans I'autre sans le casser.

click

— on n’a pas de notion de longueur, volume, distance, forme,...
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Poincaré peut &tre considéré comme pére de la topologie comme on
la connait aujourd’hui.

Certainement il y avaient des travaux topologiques avant Poincaré :

e

Leonard Euler Enrico Betti

Mais la premiére fois que la topologie devenait un sujet
mathématique indépendant était avec les travaux de Poincaré.
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Pour comprendre le travail de Poincaré, placons-nous a la fin du
19e siécle et discutons ce qui était connu pour les surfaces.

Qu’'est-ce qu’on entend par surface ?

Une surface est un espace M avec la propriété que Vx € M il existe
un voisinage ouvert de x homéomorphe a la boule unitée de R2.

Remarque : En remplacant 2 par n dans la définition, on obtient
des variétés de dimension n.
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Pour des raisons techniques, on suppose que les surfaces sont
compactes et orientables.

Exemple de surfaces non-orientables :
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ruban de Moebius Bouteille de Klein
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A I'époche de Poincaré, la topologie des surfaces était bien compris.

A chaque surface, on associe un nombre entier appelé le genre.

Le genre d’une surface

Le genre d’une surface est un entier représentant le nombre
maximal de courbes sans intersections avec la propriété que si on
coupe suivant ces courbes le résultat reste connexe.

Remarque : Le genre est égale au nombre d'anses de la surface.
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Quelques exemples :

De Poincaré

genre 1 genre 2

3 Perelman: une promenade topologique a trave




Deux surfaces sont considérées comme topologiquement
équivalentes s'il existe un homéomorphisme entre eux.

Classification des surfaces

Deux surfaces sont topologiquement équivalentes si et seulement si
elles ont le méme genre.
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La topologie a la fin du 19e siécle :

A
c
kel
[}
@
£
©
?
4
3
21 @0 & P

complexité

11/ 41



Pour Poincaré le plus logique était de continuer son étude en
passant en dimension 3. Il pensait qu'en augmentant la dimension,
la théorie devient de plus en plus difficile.

En plus, il commencait avec ce qui devrait étre la variété la moins
complexe, a savoir la 3-sphére :

S ={(xy,z,w) eR*|X* +y* + 2 + w? =1}
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Rappelons que deux variétés sont topologiquement équivalentes s'il
existe un homéomorphism entre eux.

MAIS, comment prouver que deux variétés ne sont pas
topologiquement équivalentes ?

— Faire appel a des invariants .

13/ 4



Invariants topologiques

In invariant Z est un objet mathématique (entier, groupe,
anneau,...) qu’on associe a une variété ayant la propriété que

X~Y = I(X) = Z(Y)

si X et Y sont deux variétés.

Exemples :

la dimension, le nombre de composantes connexes, le genre,...
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Le but de Poincaré était de trouver un invariant qui caractérise la
3-sphére.

Il introduisait deux invariants : I'"homologie et le groupe
fondamental .
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1. Le groupe fondamental

Deux lacets sur M qui peuvent étre déformés de maniére continue
I'un dans I'autre sont appelées homotopes et une telle déformation
est appelée une homotopie.

Exemple :

Les lacets en noir et bleu sont
homotopes. Mais aucun d’eux
n'est homotope au lacet en
noir.

—

On dit que deux lacets appartiennent a la méme classe d’homotopie
s'ils sont homotopes.
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Définition du groupe fondamental

Fixons un point quelconque p € M. Le groupe fondamental
m1(M; p) est défini comme suit :

@ les éléments de 71 (M; p) sont les classes d’homotopies de lacets
basés en p.

@ La loi du groupe est la concatenation, i.e. 3 deux lacets est associé
un 3e en parcourant d’abord le premier, puis le deuxiéme.

@ L’élément neutre est la classe d’homotopie du lacet constant, i.e.
qui reste en p.

@ On dbtient un élément inverse en parcourant les lacets d’une classe
d’homotopie dans le sens inverse.
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Remarque :
Si p,q € M alors m1(M; p) = m1(M; q)
= On écrira juste m1(M) sans faire référence a point de base.

Exemples :

Un espace dont tout lacet est homotope a un point (i.e. si
m1(M) = 1) est appelé simplement connexe.
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2. L’homologie

Définition de I’homologie

L’homologie H;(M) est définie comme I'abélianisation du groupe
fondamental 71 (M).

Supposons que 71 (M) soit présenté sous forme de générateurs et
relations
(M) ={(g1,8,---,& |,y rm)
alors I'abélianisation est obtenue en ajoutant les relations de
commutation
8igj = &j8i

pour tout /, .
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Donc a chaque espace M, Poincaré associe deux invariants :

m1 (M) —— Hi(M)
abélianisation
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Maintenant Poincaré se pose la question si Hj(X) permet a
caractériser la 3-sphere :

Une premiére conjecture

Soit M une variété compacte, orientable de dimension 3 tel que
Hy (M) = 1. Alors M est toplogiquement équivalent a la 3-sphére.

Or Poincaré montre lui méme dans un 5e compément a Analysis
Situs que ceci est faux un construisant un premier exemple de ce
qui est aujourd’hui connue sous le nom de sphére d’homologie. Il
construit une 3-variété t.q. Hi(M) = 1 mais m1(M).
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Poincaré se demande alors si 71 (M) est la seule obstruction. En
d’autres mots, il pose une question qui va devenir une des
conjectures les plus importantes du 20e siécle :

Conjecture de Poincaré

Soit M une variété compacte, orientable de dimension 3 tel que
m1(M) = 1. Alors M est toplogiquement équivalent & la 3-sphére.

Rappelons que I'hypothése 71 (M) = 1 veut dire que tout lacet peut
étre déformé de maniére continue en un point.



Comment Poincaré visualisait les variétés de
dimension 3

Exemple : Afin de comprendre ce qui suit, commencons par une
analogie en dimension 2.

hémisphere nord

0
Qo

hémisphere sud

La sphere de dimension 2 peut étre décomposée en union de deux
2-disques qu’'on colle suivant leur bord qui est un cercle.

S? = D? Ug: D?
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Similairement on obtient S3 en collant deux 3-disques (des
boules!) suivant leur bord qui est une 2-sphére :

S®=D%uUg D3

Plus précisément, on décompose

S ={(x,y,z,w) eR*|x* +y* + 22 + w? =1}
en deux parties, I’hémisphére nord
Sy=8n{w>0}
et I'hémisphére sud
SE=8*n{w<o}.

On voit bien que l'intersection S,?{, ﬂSg =52
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Encore la sphére S3 :

Rappelons que S® = D} Ug. D3.

Enlevons un petit tube 7 de D} et collons-le sur D3.

I 7
S

Df’ -7 DS’ ur
~— ~—
T2 T2
Nous obtenons :
S3=12 Us, T

ol T? est un tore solide.
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Généralisation : nous enlevons g tubes dénoués de D} et les collons
sur D3 afin d’obtenir

3 _
S’ = Hg U):g Hg
ol Hy est un solide a anses de genre g et ¥, la surface de genre g.

Solide a anses

Le solide a anses de genre g, noté H,, est la 3-variété compacte
obtenue en ajoutant g anses a un 3-disque.

Exemple :
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Décomposition de Heegaard

Une décomposition de Heegaard d'une 3-variété M est une
décomposition de M en deux solides & anses de méme genre g,
collés suivant leur bord ¥,

M = Hg Uy, H,

Propriétée : Chaque 3-variété compacte, connexe admet une
décomposition de Heegaard.

Remarque : Comme on a vu pour la sphére, une telle décomposition
n'est pas unique!
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On va maintenant voir comment stocker toute I'information d'une
décomposition de Heegaard dans le bord ¥,.
Diagrames de Heegaard

Un diagrame de Heegaard est un triple (X4, o, 5) ol X, est une
surface de genre g et « et 3 sont deux systémes de g courbes sur
Y ¢ satisfaisant

@ les courbes «; sont disjoints,
@ >, — a3 —---— (g est connexe,

@ chaque courbe ¢; est le bord d'un disque plongé dans M.

Idem pour le systeme de courbes .
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Exemple : Deux diagrames pour la sphére S correspondant a la
décomposition de Heegaard de genre 1 et 2.
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Comment passer d'un diagramme de Heegaard a la variété?

Etant donné un diagrame (X4, o, 3), on construit deux solides a
anses de la maniére suivante :

@ On colle des disques sur les courbes du systéme .

On obtient une surface avec bord S2.
@ On colle un 3-disque.
On obtient le premier solide & anses H,.

@ On fait la méme chose pour le systame 5.

@ La 3-variété donné par (X, o, 3) est alors

M .= H, Us, Hg
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Examples :

De Poincaré a Perelman: une promenade topologique a travers le 20éme siécle.
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GONCON -~

De Poincaré a Perelman: une promenade topologique a travers le 20éme siécle.
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Supposons que (Xz, v, ) est un diagrame de Heegaard.

Le groupe fondamental a partir d’'un diagrame de Heegaard ?

@ Le nombre de générateurs est égal au genre de la décomposition de
Heegaard.

@ Pour trouver les relations, on compte les intersections orientées des
courbes de 3 avec les courbes de a.

Exemple :

m(M)=(alaala=1)=1
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La sphére d’homologie de Poincaré
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De Poincaré a Perelman: une promenade topologique a travers le 20éme siécle.
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Calculons 71 (M) :

@ On a deux générateurs, disons a et b.

@ En suivant les courbes bleue et verte, on trouve les relations
a*balb=1
athalh?2=1
Donc,
(M) = (a,b|a*batb=a"lha b2 =1)

Afin de montrer que ce groupe ne soit pas trivial, Poincaré utilise
I'astuce suivante : il ajoute la relation

(a7 lp)?2=1
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On peut montrer alors (exercice facile) que le systéme de relations
résultant
a*balb=1
albath?=1

(alb)? =1
est équvalent aux relations
=1
b =1
(a~'h)? =1

Or Poincaré savait que ces relations définissent le groupe de
symétrie du dodécaédre, donc n’est pas trivial.



Conclusion : 71 (M) contient comme sous-groupe le groupe de
symétrie du dodécaédre, donc ne peut pas étre trivial.

M n’est pas topologiquement équivalent a la sphére S3.

Par contre, si on abélianise 71(M), i.e. si on rajoute la relation
ab = ba, le systeme de relations se réduit 8 a= b =1 et donc

Hy (M) = 1.
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1 resterait une question 3 traiter :
Estil possible que le groupe fondamental de 7 se réduise 4 la
substitution identique, et que pourtant ¥ ne soit pas simplement connexe?
En d’autres termes, peut-on tracer les cycles K et K de telle fagon
qulils ne soient pas bouclés et ne se coupent pis; que les équivalences
ot "
K=K,=o0, K/=K/=o0
entrainent les équivalences
C=(C=(=C(C=o0
et que cependant la surface I ne puisse pas éwe regardée comme ho-
méomorphe 4 elle-méme de telle fagon quaux cycles C,, C,, C,, C, cor-

respondent les cycles €, C], C;, C;; que les équivalences
R
K=K =0
entrainent C, == C;=o0 et réciproquement; et qu’enfin les équivalences
" R
K/=K]=o

entrainent () = C; == o et réciproquement ?
Mais cette question nous entrainerait trop loin.

Paris, 3 novembre 1903.
H. PoiNcaRrE,

Attention : Pour Poincaré, simplement connexe = homéomorphe 3
la sphére! [c.f. 5e complément d’Analysis Situs, p.2.]
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Merci pour votre attention !
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