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En dimension d :
un (hyper)cube de côté 1;
2d sphères de rayon 1/4;

1

une sphère de rayon rd .

Deviner le comportement de la suite de réels (rd ) . . .

. . . n’est pas immédiat !?
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Reprenons en dimension d :

1

La diagonale mesure
√

12 + 12 + · · ·+ 12, c.-à-d.
√

d .

Le segment rouge qui joint deux centres de sphère montre

rd + 1
4 = 1

4

√
d

car il est un quart de diagonale.

Ainsi
rd =

1
4

(√
d − 1

)
.
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Comme
rd =

1
4

(√
d − 1

)
,

la suite (rd ) est strictement croissante et elle diverge vers +∞.

Il vient

rd ≥
1
2

⇐⇒
√

d − 1 ≥ 2 ⇐⇒ d ≥ 9.

1

d = 2 d = 9 d > 9

La sphère rouge est tangente à l’hypercube pour d = 9

et elle déborde de l’hypercube si d > 9.

Waouw ! 4/240



Le rayon de la boule rouge vaut 1
4

(√
d − 1

)
, tandis que

d > 9 1

1
2

1
2

√
d

Comment se comporte le volume de la boule rouge ?

Le rayon de cette boule tend vers +∞, mais le volume ?

La réponse suivra la formule pour le volume d’une boule de rayon R.
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d = 1 x1
o u p

x1

Un point p
↔
un réel x1.

R

d = 2

x1
u1

x2

u2

o

p

x2

x1 p Un point p
↔
un couple (x1, x2)
de réels.

R2

d = 3

x1
u1

x2

u2

x3

u3
x3

p

Un point p
↔
un triple (x1, x2, x3)
de réels.

R3
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Dans l’espace numérique Rd ,

. un point est un d-uple (x1, x2, . . . , xd ) de réels;

. l’origine est le point (0,0, . . . ,0);

. un vecteur (lié à l’origine) est un d-uple (x1, x2, . . . , xd ) de réels;

. la somme des vecteurs p = (x1, x2, . . . , xd ) et q = (y1, y2, . . . , yd )
vaut

p + q = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xd + yd );

. la multiplication du vecteur p = (x1, x2, . . . , xd ) par le scalaire λ vaut
λp = (λ x1, λ x2, . . . , λ xd );

. la droite par les points distincts p et q est
{ p + λ(q − p) λ ∈ R }

o

p

q

q − p
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Toujours dans Rd ,

. la distance entre les points p et q vaut

|pq| =

√
(q1 − p1)2 + (q2 − p2)2 + · · ·+ (qd − pd )2;

. la sphère de centre p et de rayon R est

Sd (p,R) = {q ∈ Rd |pq| = R};

. la boule (fermée) de centre p et de rayon R est

Bd (p,R) = {q ∈ Rd |pq| ≤ R};

. etc.
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1.- La sphère qui se voulait plus grosse que le cube

2.- La plus grosse boule de rayon 1
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La plus grosse boule de rayon 1

existe-t-elle ?

Comportement de la suite des volumes des boules de rayon 1 ?
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Volume de la boule de rayon R en dimension d :

dimension terme volume

1 longueur 2R

2 aire πR2

3 volume
4
3
πR3

... volume
...

Et en dimension ≥ 4 ?
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Volume de la boule de rayon R en dimension d :

dimension volume dimension volume

1 2 R 2 πR2

3
4
3
πR3 4

1
2
π2 R4

5
8

15
π2 R5 6

1
6
π3 R6

7
16

105
π3 R7 8

1
24

π4 R8

9
32

945
π4 R9 10

1
120

π5 R10

d = 2k + 1
2k+1

(2k + 1)!!
πk Rd d = 2k

1
k !
πk Rd

où (2k + 1)!! = (2k + 1)(2k − 1) · · · 1
(produit des naturels impairs ≤ 2k + 1). Encore à prouver !
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Pour uniformiser, chassons les facteurs 2 pour d impair :

dimension d = 2k + 1 dimension d = 2k

2k+1

(2k + 1)!!
πk Rd 1

k !
πk Rd

=
1

(k + 1
2)(k − 1

2) · · · 1
2

πk Rd =
1
k !
πk Rd

Dans ces formules, k =
⌊d

2

⌋
. Calculons le facteur d’accroissement :

1
(k + 1

2)(k − 1
2) · · · 1

2

πk Rd

1
((k − 1 + 1

2)(k − 1− 1
2) · · · 1

2

πk−1 Rd−2

1
k !
πk Rd

1
(k − 1)!

πk−1 Rd−2

=
1

k + 1
2

πR2 =
2
d
πR2 =

1
k
πR2 =

2
d
πR2
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Soit
. Bd (p,R) la boule de Rd de centre p et de rayon R;
. vd (R) le volume de Bd (p,R) (indépendant du centre p).

Comme les homothéties de rapport λ multiplient les volumes par |λ|d ,

vd (R) = vd (1) Rd .

Proposition

vd (R) =





1
(k + 1

2)(k − 1
2) · · · 1

2

πk Rd si d = 2k + 1,

1
k(k − 1) · · · 1 πk Rd si d = 2k .

Preuve par récurrence. Il suffit d’établir1

vd (R)

vd−2(R)
=

2
d
πR2.

1Dans la suite, nous utiliserons ceci pour R = 1.
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faire ici une belle figure !
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Calculons l’intégrale multiple sur la boule Bd (o,R) centrée à l’origine

vd (R) =

∫

Bd (o,R)
1 dV .

Pour (x1, x2) fixé, il reste à intégrer sur la section de Bd (p,R) par un
(d − 2)-sous-espace, donc sur une boule Bd−2

(
p,
√

R2 − (x2 + y2)
)

.

En passant aux coordonnées polaires r , θ dans le plan x1, x2 :

vd (R) =

∫ 2π

0

∫ R

0
vd−2

(√
R2 − r2

)
r dr dθ (1)

= 2π
∫ R

0
vd−2(1) ·

(√
R2 − r2

)d−2
r dr (2)

= 2π vd−2(1)

∫ R

0

(
R2 − r2

)d/2−1
r dr (3)

= 2π vd−2(1)

[(
R2 − r2

)d/2
· 2

d
· −1

2

]r=R

r=0
(4)

= 2π vd−2(1) Rd 1
d

=
2
d
πR2 vd−2(R). (5)
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Etudions la suite
(

vd (1)
)

d∈N∗
des volumes des boules unités.

Nous avons établi
vd (1)

vd−2(1)
=

2
d
π.

Ainsi
vd (1)

vd−2(1)
> 1 ⇐⇒ 2π > d ⇐⇒ d ≤ 6.

I La suite des v2k+1(1) croit puis décroit, atteignant son
maximum pour d = 5;

I la suite des v2k (1) croit puis décroit, atteignant son maximum
pour d = 6.

. On montre encore que la suite des vd (1) croit puis décroit,
atteignant son maximum pour d = 5.

I La suite des vd (1) tend vers 0

car 0 ≤ vd (1) < 1
2vd−2(1) pour d ≥ 13.
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Volume vd (1) de la boule unité pour de petites dimensions

d1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

vd (1)

1

2

3

4

5

6

2

3.14

4.19
4.935.265.17

4.72
4.06

3.3
2.55

1.88
1.34

v100(1) =
1

50!
π50 ∼ 2 · 10−40
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Avantage à la dimension 5 :
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Pour t ∈ R+, posons

Γ(t) =

∫ ∞

0
x t−1 e−x dx .

La fonction Γ satisfait

Γ(1) = 1 et Γ(1/2) =
√
π; (6)

Γ(t + 1) = t Γ(t), (7)

donc aussi

∀k ∈ N : Γ

(
2k
2

)
= (k − 1)! (8)

∀k ∈ N : Γ

(
2k + 1

2

)
=

(
k − 1

2

)(
k − 3

2

)
· · · 1

2
√
π. (9)

Proposition

vd (R) =
1

(d/2) Γ (d/2)
πd/2 Rd .

21/240



Revenons à la boule rouge qui déborde du cube unité pour d > 9 :

1d = 2 d > 9

Et la suite des volumes de cette boule ?

Le rayon étant

rd =
1
4

(√
d − 1

)
,

le volume vaut lorsque d = 2k :

1
k !
πk
(

1
4

)2k (√
2k − 1

)2k
.

Cette suite a-t-elle une limite ?

Utilisons la formule de STIRLING.
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La formule de STIRLING donne

k ! ∼
√

2π k
(

k
e

)k

(le quotient de ces deux quantités tend vers 1 pour k →∞).

Le volume de la boule rouge pour d = 2k vaut

1
k !

πk
(

1
4

)2k (√
2k − 1

)2k
(10)

∼ 1
√

2π k
(

k
e

)k πk
(

1
4

)2k

(2k)k (11)

∼ 1√
2π k

(e π
8

)k
(12)

et diverge vers +∞ car e π ≈ 8.5397 · · · > 8.

Argument à moitié complet . . . : dimensions impaires ?
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1.- La sphère qui se voulait plus grosse que le cube

2.- La boule de rayon 1 de plus grand volume

3.- La boule de rayon 1 de plus grande aire
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La boule de rayon 1 de plus grande aire

existe-t-elle ?

“Aire” signifie (d − 1)-volume (ou un autre terme ?).

Comportement de la suite des aires des boules de rayon 1 ?
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Volume et aire de la boule de rayon R selon la dimension d :

dimension terme valeur terme valeur

1 longueur 2R bord 2

2 aire πR2 périmètre 2πR

3 volume
4
3
πR3 aire 4πR2

... volume
... aire

...

Regardez bien les formules ligne par ligne !
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Notons ad (R) l’aire de la boule de rayon R dans Rd .

Proposition

Dans Rd , l’aire de la boule de rayon R est la dérivée du volume :

ad = (vd )′ .

Réécriture :
ad (R) =

d
dR

vd (R).

(mais veuillez distinguer soigneusement d et d ; pardon pour ceci).
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Première esquisse de démonstration.

vd (R + ∆)− vd (R)

∆
∼ ad (R)

R ∆

Deuxième esquisse de démonstration.
Comme

vd (R) =

∫ R

0
ad (r) dr ,

le théorème fondamental du CDI donne

ad (R) =
d
dR

vd (R).
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La formule “dérivée du volume = aire” est-elle vraie pour d’autres
solides, par exemple le cube ?

En dimension trois, un cube de côté C a pour volume et aire

C3 et 6 C2.
C

Bof . . .

Oui, mais si nous considérons plutôt R = C/2, les volume et aire sont

8R3 et 24 R2. R

Chouette, ça marche encore !

Autre question de curiosité : et la dérivée seconde du volume ?

Pour le cube, 48 R donne deux fois la mesure totale des arêtes.

Laissons cela pour un autre exposé.
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Revenons à l’aire ad (R) de la boule de rayon R dans Rd .

Proposition

ad (R) =





2
(k − 1

2)(k − 3
2) · · · 1

2

πk Rd−1 si d = 2k + 1,

2
(k − 1)(k − 2) · · · 1 πk Rd−1 si d = 2k .

Démonstration. Il suffit de dériver par rapport à R les formules pour le
volume :

vd (R) =





1
(k + 1

2)(k − 1
2) · · · 1

2

πk Rd si d = 2k + 1,

1
k(k − 1) · · · 1 πk Rd si d = 2k .

�
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Il vient
ad (R)

ad−2(R)
=

2
d − 2

π R2.

Pour les aires des boules unités :

ad (1)

ad−2(1)
> 1 ⇐⇒ 2π > d − 2 ⇐⇒ d ≤ 8.

I La suite des a2k+1(1) croit puis décroit, atteignant son
maximum pour d = 7;

I la suite des a2k (1) croit puis décroit, atteignant son maximum
pour d = 8.

. On montre encore que la suite des ad (1) croit puis décroit,
atteignant son maximum pour d = 7.

I La suite des ad (1) tend vers 0.
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Aire ad (1) de la boule unité pour de petites dimensions

d1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ad (1)

1
5

10

15

20

25

30

35

2
6.28

12.57

19.74

26.32

31.01
33.07

32.47
29.69

25.50

a100(1) =
2

49!
π50 ≈ 10−39
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1.- La sphère qui se voulait plus grosse que le cube

2.- La boule de rayon 1 de plus grand volume

3.- La boule de rayon 1 de plus grande aire

4.- Des polytopes à graphe complet existent-ils ?
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Existe-t-il des polytopes à graphe complet

qui ne soient pas des simplexes ?

“Polytope” signifie ici “polytope convexe dans Rd ”.
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Parmi les polygones convexes de dimension 2

. . .

seul le triangle a un graphe complet.

Evident . . . Faut-il une démonstration ?

Chaque sommet d’un polygone convexe appartient à au plus deux
arêtes !
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Parmi les polyèdres convexes de dimension 3

seuls les tétraèdres ont un graphe complet.

Deux pistes de démonstration. Soit P un polyèdre (sous-entendu
borné) à graphe complet :
. une “bonne” projection de P sur une face de P donne une

représentation plane d’un graphe complet;
ceci n’existe que pour au plus 4 sommets;

. d’après le résultat analogue en 2D, les faces de P sont des
triangles. Etc.

Voir MATH-F-319 pour une preuve rigoureuse complète
(par ex., utilisant le théorème de Radon).
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Définitions
Un polytope P de Rd est l’enveloppe convexe d’un nombre fini de
points.

Une face de P est soit P, soit l’intersection de P avec un
hyperplan contenant P dans un de ses deux côtés (fermés).
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Définitions (suite)

Une facette de P est une face de dimension dim P − 1.
(ou une face propre maximale—comme démontrable).

Un sommet de P est un point q tel que {q} est une face de P.

Une arête de P est une face de dimension 1.

Le graphe de P a pour sommets les sommets de P et pour arêtes les
arêtes de P.

38/240



Graphe du 120-cellule
(un polytope régulier de dimension 4 ayant 600 sommets) :

(dû à VAN OSS, 1901, et connu via le frontispice de COXETER, Regular
Polytopes, 1948)

Si j’avais le temps, je vous parlerais de
ALICIA BOOLE STOTT (Cork 1860 – Highgate 1940) !
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En dimension supérieure à 3, existe-t-il des polytopes à graphe
complet ?

Proposition
Si d ≥ 4 et n ≥ d + 1, il existe un polytope

. de dimension d,

. ayant n sommets,

. dont le graphe est complet.

Waouw !

Une conséquence parmi d’autres : en général, le graphe d’un polytope
ne détermine pas la dimension du polytope.

Historique (GRÜNBAUM, 2003, page 127) :

. KUHN (19??) “tombe” sur un exemple de dimension 11 avec
24 sommets, puis GALE (1955) élabore la théorie;

. mais auparavant CARATHÉODORY (1907, 1911) (et encore
d’autres auteurs). Nous reviendrons là-dessus. 40/240
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GEOMETRY 

792/. Louis Auslander: On the prolongation of exterior differential 
equations. 

Let S be a system of exterior differential equations in a coordinate neighborhood 
Z7and let #*, i=*l, • • • , g, be independent variables and za, a = l, • • • , w— g, be de-
pendent variables. Assume tha t over the point w £ U there exist involutive prolonga-
tions of all orders. Then a set of prolongations, one of each order, uniquely determines 
a set of formal power series tf*—a? + ^ a " x * + ( l / 2 ! ) ^a^-aw-f* * * * with the prop-
erty that if each of the above series converge the surface thus determined will be an 
involutive integral surface for 2 . (Received June 17, 1955.) 

793. K. D. Fryer (p) and Israel Halperin: On the coordinatization 
theorem of J. von Neumann. 

A precise statement of the von Neumann theorem is as follows. Let L be a comple-
mented modular lattice possessing a homogeneous basis ah • • • , an, n^4f and let 
Zi2 be the set of all inverses of a^ with respect to a i+a 2 . Then (i): addition and 
multiplication can be defined for the elements of Li2 is such a way that Li2 becomes a 
regular ring 9ft and the sublattice L(a{), consisting of all xSah is isomorphic to the 
lattice of all left principal ideals of 9ft, and (ii) : L is lattice-isomorphic to (coordina-
t e d by) the lattice of all left principal ideals of 9ftn. Here 9ft n consists of all nXn 
matrices with elements in 9? and, as shown by von Neumann, is regular along with 9ft. 
In the present paper, a direct proof is given for (ii)' (equivalent to (ii)): L is lattice-
isomorphic to (coordinatized by) the lattice of 9ft-left modules of finite span in the 
space F of vectors (a1, • • • , an), all a{ in 9ft. (Received July 1, 1955.) 

794. David Gale: On convex polyhedra. 
Let V be the set of vertices of a convex polyhedron P. The vertices belonging to 

a subset S of V are called neighbors if 5 is the intersection of V with a supporting 
hyperplane to P . If every m vertices of V are neighbors then P is called in-neighborly. 
Suppose P is ^-dimensional and m-neighborly, m^k.lî k<2m, one easily shows that 
P must be a ^-simplex. I t is shown, on the other hand, that if k^2m, then P may have 
any number of vertices. As a special case this shows that there exist polyhedra in 
4-space with arbitrarily many vertices every two of which are connected by an edge. 
(Received July 7, 1955.) 

795. Michael Goldberg: Central tesselations. 
Regular tesselations, discussed in many books and papers, are periodic arrange-

ments of congruent regions covering the infinite plane. Heesch [Nachrichten von der 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen N.S. vol. 1 (1935) pp. 115-117] and 
Voderberg [jber. Deutschen Math. Verein. vol. 46 (1936) pp. 229-231; vol. 47 (1937) 
pp. 159-160] gave examples of tesselations which are not regular. The present paper 
presents several types of nonregular tesselations which are characterized by the pos-
session of a unique center. They include sector, spiral, concentric polygon, vortex, 
dodecagonal and parallel core tesselations. Modifications of regular honeycombs to 
central honeycombs are given as examples of extension to three dimensions. (Re-
ceived July 11, 1955.) 

796£. S. I. Goldberg: Note on semi-symmetric connections in Her-
mitian manifolds. 

Bulletin of the American Mathematical Society 61(1955), 556.

41/240



Démonstration (début).

La courbe des moments est l’image de l’application bijective et lisse

γ : R→ Rd : t 7→
(

t , t2, . . . , td
)
.

Soit A un ensemble de n points de la courbe des moments.

x1
x2

x3

L’enveloppe convexe conv(A) de ces n points donne l’exemple
cherché.

Mais pourquoi donc ? Voir la suite : d’abord deux lemmes.
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En dimension 2 avec 5 points :

(t , t2)

x1

x2

x1

x2

x1

x2 (t , t2)
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Lemme (1)

Dans Rd , tout ensemble de d + 1 points de la courbe des moments est
affinement indépendant.

Preuve.

Pour d + 1 réels u1, u2, . . . , ud+1 distincts, prenons les d + 1 points

γ(u1), γ(u2), . . . , γ(ud+1).

Il vient

dét




1 γ(u1)
1 γ(u2)
...

...
1 γ(ud+1)


 = dét




1 u1 (u1)2 . . . (u1)d

1 u2 (u2)2 . . . (u2)d

...
...

...
...

...
1 ud+1 (ud+1)2 . . . (ud+1)d




=
d∏

i,j=1
i<j

(uj − ui) 6= 0.

�
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Lemme (2)

Dans Rd , tout ensemble de d points de la courbe des moments est
contenu dans un unique hyperplan,

traversé par la courbe en chacun de ces d points.

Exemple pour d = 3.

γ(R)

45/240



Preuve du Lemme (2).

Pour d réels u2, u3, . . . , ud+1 distincts, les d points

γ(u2), γ(u3), . . . , γ(ud+1)

de la courbe des moments sont affinement indépendants (Lemme (1)).
Ils déterminent l’hyperplan d’équation

dét




1 x1 x2 . . . xd

1 u2 (u2)2 . . . (u2)d

...
...

...
...

...
1 ud+1 (ud+1)2 . . . (ud+1)d


 = 0.

Le membre de gauche évalué en un point quelconque γ(t) de la
courbe des moments vaut

d∏

i,j=2
i<j

(uj − ui) ·
d∏

k=2

(uk − t).

Lorsque t varie de −∞ à +∞, il change de signe chaque fois que t
franchit un des uk . � 46/240



Exemple pour d = 3.

γ(R)

< 0

> 0

< 0

> 0
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Démonstration de la proposition (fin).

Soit un ensemble A de n points de la courbe des moments γ(R).

Soit a et b deux éléments de A.

Montrons que a et b sont deux sommets adjacents du polytope
conv(A).

γ(R)A a b

w3 w4 w5 w6
. . .wd

Choisissons sur γ(R) un point w3 “proche” de a et un point w4 “proche”
de b,
puis d − 4 points w5, w6, . . . wd au-delà de A.

L’hyperplan par a, b, w3, w4, . . . , wd montre que a et b sont deux
sommets adjacents.

En effet, A \ {a,b} est dans un seul côté ouvert de cet hyperplan. �
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L’argument s’applique encore à
⌊d

2

⌋
sommets de A.

Définition
Soit A un ensemble de n points de la courbe des moments, n ≥ d + 1.
Le polytope cyclique Cd (A) dans Rd est conv(A).

Proposition
a) Le polytope cyclique Cd (A) est de dimension d et possède n = |A|
sommets.

b) Ses faces propres sont toutes des simplexes.

c) Tout ensemble d’au plus
⌊d

2

⌋
sommets de Cd (A) est l’ensemble des

sommets d’une face de Cd (A).

d) Un ensemble S de d sommets est l’ensemble des sommets d’une
facette (face de dimension d − 1) si et seulement si
“entre” deux sommets quelconques de A \ S il y a un nombre pair de
sommets de S.

La structure combinatoire de Cd (A) ne dépend que de d et n; Cd (n).
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Le dernier critère,
entre deux sommets quelconques de A \ S,
il y a un nombre pair de sommets de S,

est dû à Gale (1963).

Illustrations pour d = 8 et n = 20 (avec S = { } et A \ S = { }).

γ(R)

Les huit sommets noirs sont-ils les sommets d’une facette ?

oui

non

oui

oui

Nous venons de travailler en dimension 8, waouw ! 50/240



Pour la culture générale, voici un résultat dû à MCMULLEN (1970),
suite à une conjecture de MOTZKIN (1957).

Théorème
Soit un naturel k tel que −1 ≤ k ≤ d.
Parmi tous les polytopes de dimension d ayant n sommets,
les polytopes cycliques Cd (n) maximisent le nombre de faces de
dimension k.

Pour k = d − 1 (facettes), le maximum en question vaut

fd−1 =

(
n −

⌈d
2

⌉
⌊d

2

⌋
)

+

(
n − 1−

⌈d−1
2

⌉
⌊d−1

2

⌋
)
.
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D’après GRÜNBAUM (2003), CARATHÉODORY a découvert les
“polytopes cycliques”.

CONSTANTIN CARATHÉODORY (Berlin 1873 – Munich 1950)

52/240



CONSTANTIN CARATHÉODORY (Berlin 1873 – Munich 1950)

(sélection dans MacTutor)

� 1875 arrivée à Bruxelles, où son père est ambassadeur de
l’empire ottoman;
� 1885 installation à Bruxelles;
� 1886–1891 études à l’Athénée (Royal) d’Ixelles;

(2 fois) prix du meilleur élève en mathématiques en Belgique;
� 1893–1896 études d’ingénieur à l’Ecole (Royale) Militaire;
� 1897–1900 ingénieur en Egypte;
� 1900–1902 université de Berlin;
� 1902–1908 université de Göttingen;

thèse en 1904;
habilitation en 1905;

� été 1907 : séjour à Bruxelles;
� 1906 soumission du papier CARATHÉODORY (1907)
� 1911 soumission du papier CARATHÉODORY (1911)
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Variabili~tsbereich der Koeffizien~en yon Potenzreihen. 115 

versicher~, dab zwei Punkte ~on ~n, die verschiedenen Werten tier Para- 
meter entsprechen~ hie zusammenfallen kSnnen, und dab folglich die Ober- 
fl]iche ~ sich nicht selbst schneider und der KSrper K~ einfach zusammen- 
h~ingend isk 

Man kann ferner die Theorie~ wie ich es in meiner Comptes Rendus 
Note (26. Dezember 1905) angedeutet babe, auch auf solche F~lle erstrecken, 
bei welchen der Punkt u • M 0 des Gebietes T singul~ir ist~ die Fnnl~tion 
u(r) abet auf T eindeutig bleibt; dann besRzt die Funktion u(z) zwar 

.auch eine Singularit~t flit z = 0, aber die Potenzreihe (41) ist trotzdem 
regular in diesem Punkte und dieses gentig~, um aueh bier den KSrper 
K~ aufzustellen. 

Bri issel ,  den 14. September 1906. 

Mathematische Annalen 64(1907), 95–115
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I93 

UBER DEN VARIABILIT.~TSBEREICH DER FOURIER'SCHEN 
KONSTANTEN V0N POSITIVEN HARMONISCHEN FUNKTIONEN. 

Yon O. 0 a r a t h o o d o r y (Breslau). 

Adunanza del 26 marzo i g t i .  

EII,I L EITU I~ G. 

I. Die folgende Arbeit schliesst sich Untersuchungen an, die ich irn Zusarnrnen- 
hange rnit dern PIcAnt)'schen Satz irn Band LXIV der Mathernatischen Annalen 5) 
verfolgt habe. Seit dieser Publikation habe ich nicht nur neue Resultate gewonnen 
sondern auch die DarsteIlung des Ganzen in eine tibersichtlichere Form gebracht. Deshalb 
schien es rnir zweckm~issig die vorliegende Arbeit unabh~ingig yon dem Friiheren zu 
gestaiten. 

Dort wurde u. A. auseinandergesetzt, dass die Reihe 

(I) • + ~_r"(a cosnO + b sinn0) 

nur dann eine harmonische Funktion U(r, 0) darstellen kann, die ftir r ,~ I regular 
und positivist, wenn die Koeffizienten a und b gewissen angebbaren Beschr~inkungen 
Lrnterworfen sind. Insbesondere rnusste der Punkt des 2n-dirnensionalen Raumes mit 
den Koordinaten 

a, ,  b ,  a : ,  b 2, . . . ,  a ,  b 

notwendig im Inneren oder h6chstens auf der Begrenzung des kleinsten konvexen 
K6rpers K,., dieses Raurnes liegen, der die Kurve mit den Koordinaten 

cos0, sin0, cos20, sin20, . . . ,  cosn0, sinn0 
.~nthiilt, wobei @ einen variabIen Parameter bedeutet. 

2. Eine Umkehrung dieses Satzes hatte ich damals ebenfaUs bewiesen, indern ich 
,eigte, dass, wenn die Zahlen 

a,, b,, %, b ,  . . . ,  a,, b 
tie Koordinaten eines Punktes d~rstellen, der nicht ausserhalb des K6rpers /(2,, liegt, 
nindestens eine harmonische Funktion existiert, die irn Einheitskreise regul~ir und po- 
itiv ist und deren Entwickelung ( i )  rnit den gegebenen 2n Koeffizienten beginnt. 

I) C. CARATH~ODORY, Uber den Variabilitd~tsbereich der Koe~ienten yon Potenzreihen , die gegebene 
Zerte nicht annebm.~n [Mathernatische Annalen, Bd. LXIV 09o7), S. 9i-xi5]. 

Rend. Circ. Matem, Palerraos t. XXXII  (2 ~ sere. 19it  ) .  ~ S t a m p J t o  il z6 agosto xg l t .  ~5 
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OBER DEN VARIABILIT/(TSBEREICH DER FOURIER'SCHEN KONSTANTEN VON POSITIVEN~ ETC, 2I 7 

besitzt; ihr ( n + p )  tc~ geometrischer Representant wird auf der Begrenzung yon K~i,,+e ) 
liegen und als Schwerpunkt yon ~a diskreten Massen auf der Normkurve dargestellt 
sein. Es sind also die Koefl:izienten a p, a . p  dutch die a ~  a ,  . . . ,  a,,, a,, eindelttig 
bestimmt. Es gibt daher nur eine Funktion, die unseren Bedingungen gent~gt und sie 
muss mit dcr von uns aufgestellten zusammenfallen. 

Breslau, M~rz 191I. 

C .  C A R A T H E O D O R Y .  

INHALTSUBERSICHT. 

~EI'I'E 
Einleitung (~S I-4) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  I9t 
I. Die kleinsten konvexen Bereiche, die eine abgeschlossene Puuktmenge enthalten (S 5-Io) I95 
I[. Die kleinsten konvexen K6rper K2,,, die eine sphfirische Normkurve des 2n-dimensionalcn 

Ramnes enthalten (~5 i iq j )  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  2ox 
III. Algebraische Darstellung der Begrenzung yon K2,, (q~ ,4-21) . . . . . . . . . . . .  2o4 
IV. Die positiven harmonischen Funktionen (~S 2>24) . . . . . . . . . . . . . . .  213 

Rend. Circ. Matera. Palermo t. XXXII (2 ~ sere. 19It ). - -Stampato il 22 agosto x91I. ;~8 

Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 32(1911), 193–217
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Les polytopes cycliques

ont-ils été découverts/inventés

par CARATHÉODORY à Bruxelles ?

Sans doute, mais . . . il y a (au moins) deux objections possibles :

CARATHÉODORY était-il vraiment à Bruxelles ?

CARATHÉODORY (1907) concerne-t-il des polytopes ?
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CARATHÉODORY (1907) considère la courbe C de paramétrisation

δ : [0,2π]→ R2k : t →
(

cos t cos 2t cos 3t . . . cos kt
sin t sin 2t sin 3t . . . sin kt

)

et étudie son enveloppe convexe
(
contenue dans B

(
o,
√

k
))

G = conv δ([0,2π]).

Lemme (2, coupé/collé)

Dans R2k , tout ensemble de 2k points de la courbe C est contenu
dans un unique hyperplan,

???? traversé par la courbe en chacun de ces 2k points.

Exemple pour k = 1 : Et pour k = 2 ?

CARATHÉODORY (1911) signale que la courbe des moments convient
tout autant.
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Proposition (CARATHÉODORY, 1907)
L’enveloppe convexe de k points quelconques de la courbe C est
contenue dans la frontière de son enveloppe convexe G.

Il découle de ce qui précède :

Proposition

Dans R2k , soit X un sous-ensemble fini de C.
Tout ensemble d’au plus k points de X est
l’ensemble des sommets d’une face du
polytope conv X. Je triche !

CARATHÉODORY (1911) montre encore que G est contenu dans une
certaine surface algébrique.

Pour rappel, le point de départ de CARATHÉODORY (1907, 1911) est
l’étude de certaines fonctions complexes régulières.
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1.- La sphère qui se voulait plus grosse que le cube

2.- La boule de rayon 1 de plus grand volume

3.- La boule de rayon 1 de plus grande aire

4.- Polytopes à graphe complet

5.- Polytopes réguliers
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Classification des polytopes réguliers

“Régulier” signifie que le groupe des isométries du polytope agit
transitivement sur les drapeaux maximaux du polytope.
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Cf. exposé de NOÉ BERGER : la classification à similitude près est :

nombre de nombres de

dimension polytopes réguliers leurs facettes

1 1 2

2 ∞ 3, 4, 5, . . .

3 1 + 2 + 2 4, 6, 8, 12, 20

4 1 + 2 + 1 + 2 5, 8, 16, 24, 120, 600

5 3 6, 10, 32

6 3 7, 12, 64

7 3 8, 14, 128
...

...
...

d 3 d + 1, 2d , 2d

...
...

...

où d ≥ 5.
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Résumons pour les dimensions ≥ 3 :

Trois grandes familles :
1) les simplexes;
2) les cubes;
3) les octaèdres.

En dimension 3 s’ajoutent
. le dodécaèdre;
. l’icosaèdre.

En dimension 4 s’ajoutent
. le 24-cellule;
. le 120-cellule;
. le 600-cellule.
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Certaines polytopes réguliers sont ‘duaux’ l’un de l’autre :
le cube et l’octaèdre de même dimension (d ≥ 3);
le dodécaèdre et l’icosaèdre (d = 3);
le 120-cellule et le 600-cellule (d = 4).

Et certains sont ‘autoduaux’ :
chaque polygone convexe (d = 2);
le tétraèdre en toute dimension (d ≥ 1);
le 24-cellule (d = 4).

Définition
Deux polytope sont duaux si leurs treillis de faces sont ‘duaux’ ou
‘anti-isomorphiques’.

La ‘polarité’ délivre des paires de polytopes duaux, et même des
autoduaux.
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Utilisons le produit scalaire entre vecteurs de Rd localisés à l’origine :
(y1, y2, . . . , yd ) · (x1, x2, . . . , xd ) = y1x1 + y2x2 + · · ·+ ydxd .

Définition
Pour P ⊂ Rd , le polaire P∆ de P est

P∆ = { x ∈ Rd ∀y ∈ P : y · x ≤ 1 }.

Pour un vecteur y , la formule y · x ≤ 1 décrit un demi-espace de bord

orthogonal à y et contenant o; la distance de son bord à o vaut
1
||y || .

Pour d = 2 :

y · x ≤ 1
y
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Voici encore un exemple plan

a

b

c

de

f

g
h

i

j

avec les treillis des faces des deux polytopes :

∅

{a} {b} {c} {d} {e}

{a, b} {b, c} {c, d} {d , e} {e, a}

{a, b, c, d , e}

∅

{g} {h} {i} {j} {f}

{f , g} {g, h} {h, i} {i, j} {j, f}

{f , g, h, i, j}

Les deux treillis sont anti-isomorphiques (ou duaux).
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Proposition

Soit P un polytope de Rd contenant o dans son intérieur.

. Le polaire P∆ de P est aussi un polytope de Rd contenant o
dans son intérieur.

.
(
P∆
)∆

= P.

. Le treillis des faces de P∆ est anti-isomorphe au treillis des
faces de P.

. Si P est régulier, alors P∆ aussi.
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1.- La sphère qui se voulait plus grosse que le cube

2.- La boule de rayon 1 de plus grand volume

3.- La boule de rayon 1 de plus grande aire

4.- Polytopes à graphe complet

5.- Polytopes réguliers

6.- Nombres de faces d’un polytope
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Nombres de faces d’un polytope
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Pour un polytope P de dimension d , notons fk = fk (P) le nombre de
ses faces de dimension k ; ici, −1 ≤ k ≤ d .

Clairement, f−1 = 1 et fd = 1. De plus,

f0 est le nombre de sommets de P,

fd−1 est le nombre de facettes de P.

Exemples en dimension 3 :

polyèdre f0 f1 f2
simplexe 4 6 4

cube 8 12 6

octaèdre 6 12 8

dodécaèdre 20 30 12

icosaèdre 12 30 20

En plus de f0 − f1 + f2 = 2, notons f0 ≤ f1 ≥ f2.
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Exemples en dimension 4 :

polyèdre f0 f1 f2 f3
simplexe 5 10 10 5

cube 16 32 24 8

octaèdre 8 24 32 16

24-cellule 24 96 96 24

120-cellule 600 1200 720 120

600-cellule 120 720 1200 600

En plus de f0 − f1 + f2 − f3 = 0, notons que le vecteur (f0, f1, f2, f3)
est ‘unimodal’.

Définition
Un vecteur (x1, x2, . . . , xd ) de réels est unimodal s’il existe un naturel k
tel que 1 ≤ k ≤ d et

x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xk ≥ xk+1 ≥ xk+2 ≥ · · · ≥ xd .
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Conjecture (MOTZKIN, ±1957)
Pour tout polytope convexe, le vecteur ( f0, f1, f2, . . . , fd−1, fd ) de ses
nombres de faces est unimodal.

ECKHOFF (1985) construit

. un contre-exemple en dimension 8, ayant 7 149 sommets :

(1, 7 149, 28 800, 46 800, 46 400, 46 400,46 800, 28 800, 7 149, 1) ;

. un autre en dimension 9 ayant 1 447 sommets :

(1, 1 447, 6 588, 12 984, 15 618,15 552,15 618,12 984, 6 588, 1 447, 1) .

Idée de la construction : coller ensemble d’une ‘certaine manière’

un polytope cyclique bien choisi et
le dual une fois ‘écorné’ d’un polytope cyclique bien choisi.
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Prenons l’exemple de C3(6) et du dual de C3(6),

combinatoirement un octaèdre et un cube. Nous écornons ce dernier
en un sommet.

Il faut d’abord “égaliser” les deux faces à coller,
par ex. grâce à une affinité bien choisie

et afin d’obtenir un polytope, “adapter” un des deux polytopes initiaux,
par ex. grâce à une projectivité.
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(figure imparfaite)

nom polytope f0 f1 f2
octaèdre C3(6) 6 12 8

cube (C3(6))∆ 8 12 6

résultat 6 + 8− 1 12 + 12 8 + 6− 1
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Pour le premier exemple ci-dessus, dû à ECKHOFF (1985) :

on “colle” C8(25) et (C8(25))∆ écorné en un sommet :

f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7
C8(25) 25 300 2 300 12 650 33 750 44 500 28 500 7 125

(C8(25))∆ 7 125 28 500 44 500 33 750 12 650 2 300 300 25

résultat 7 149 28 800 46 800 46 400 46 400 46 800 28 800 7149

Le polytope obtenu ne satisfait pas l’unimodalité.

MAJOR (2013) établit l’unimodalité du nombre de faces du polytope
cyclique Cd (n),

en la déduisant de la log-concavité : pour 0 ≤ i ≤ d − 2,

fi−1 fi+i ≤ (fi)
2 .
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Proposition (MOTZKIN, 1957; GRÜNBAUM, 1967; SHEPHARD,
1968)

Pour le polytope cyclique Cd (n) et 0 ≤ k ≤
⌊

d
2

⌋
,

fk =

(
n

k + 1

)
;

plus généralement pour 0 ≤ k ≤ d − 1, si d est pair

fk =

d/2∑

j=1

n
n − j

(
n − j

j

)(
j

k + 1− j

)

et si d est impair

fk =

(d−1)/2∑

j=0

k + 2
j + 1

(
n − j − 1

j

)(
j + 1

k + 1− j

)
.
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Définition
Un polytope est simplicial si toutes ses faces propres sont des
simplexes.

Remarque. Il suffit d’imposer que les facettes sont des simplexes.

Exemples.
. les polygones,
. les simplexes,
. les octaèdres (mais pas les cubes),
. l’icosaèdre (mais pas le dodécaèdre),
. le 24-cellule,
. le 600-cellule (mais pas le 120-cellule),
. les polytopes cycliques.

BJÖRNER (1981) et ECKHOFF (1985) établissent l’unimodalité du
nombre de faces d’un polytope simplicial si la dimension est ≤ 19,

mais BJÖRNER (1981) et LEE (1985) fournissent un contre-exemple
simplicial en dimension 20. 78/240



1.- La sphère qui se voulait plus grosse que le cube

2.- La boule de rayon 1 de plus grand volume

3.- La boule de rayon 1 de plus grande aire

4.- Polytopes à graphe complet

5.- Polytopes réguliers

6.- Non-unimodalité des nombres de faces

7.- Conjecture de Hirsch
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Conjecture de Hirsch
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Définition
Le diamètre δ d’un graphe est la plus grande des distances entre
paires de sommets
(cette distance étant le nombre d’arêtes sur un plus court chemin
joignant les deux sommets en question).

Conjecture (lettre de HIRSCH à DANTZIG, 1957)
Pour un polytope P de dimension d ayant f = fd−1 facettes et un
graphe de diamètre δ : δ ≤ f − d.

Exemples :

d polytope f f − d δ

2 polygone f f − 2 bf/2c
3 cube 6 3 3

3 octaèdre 8 5 2

d simplexe d + 1 1 1

d Cd (n) grand(?) grand(?) 1
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Quelques-uns des résultats positifs successifs à propos de la
conjecture de HIRSCH, δ ≤ f − d :

Proposition
Soit P un polytope de dimension d, ayant f facettes et dont le graphe
est de diamètre δ. L’inégalité δ ≤ f − d est satisfaite

a) lorsque d ≤ 3 ( KLEE, 1964);
b) lorsque f ≤ d + 5 ( KLEE et WALKUP, 1967);
c) lorsque f ≤ d + 6 ( BREMNER et SCHEWE, 2011);
d) si P est le dual d’un polytope cyclique ( KLEE, 1966);
e) si P est un polytope 0/1 ( NADDEF, 1989).

L’inégalité est toujours vraie dès qu’elle vraie pour les polytopes ayant
f = 2d ( KLEE et WALKUP, 1967).

La conjecture de Hirsch est ramenée à “f = 2d ⇒ δ ≤ d ?”.

Le d-cube donne l’égalité; pour d = 3 :
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Un coup de tonnerre en mai 2010, à l’annonce de

Proposition (SANTOS, 2012)
Il existe un polytope de dimension d = 43 ayant f = 86 facettes et de
diamètre au moins 44.

Depuis, MATSCHKE, SANTOS et WEIBEL (2012+) ont obtenu un
contre-exemple en dimension d = 20.
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Note au bas de la première page de SANTOS (2012) :

I met Vic Klee only once, when I visited the University of
Washington to give a seminar talk.

Although he was retired—he was already 76 years old 2—he
came to the Department of Mathematics to talk to me and we
had a nice conversation during which he asked me

“Why don’t you try to disprove the Hirsch Conjecture?”

This work is the answer to that question.

Extrait de SANTOS (2013):

the polymath 3 project, a web-based collective effort
trying to prove an upper bound of type n · d for the diameters
of polyhedra and of more general objects

2donc en 2001 ou 2002
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Etapes principales de la construction du contre-exemple de SANTOS

(2012).

Définition
Un fuseau de pointes u et v est un polytope dont u et v sont deux
sommets tels que chaque facette contient au moins un de ces deux
sommets.
La longueur de ce fuseau est la distance entre u et v dans le graphe.

techniques used in these two reductions can be combined to get a simple (n�d)-
polytope with 2n � 2d facets and not only maintain its diameter (or, to be
more precise, the distance between two distinguished non-simple vertices), but
actually increase it. We call this the Strong d-step Theorem and prove it in
Section 2. Although the theorem can be stated more generally (see Remark 2.7),
the version we need has to do with the following class of polytopes:

Definition 1.4. A d-spindle is a d-polytope P having two distinguished vertices
u and v such that every facet of P contains exactly one of them. See Figure 1.
The length of a spindle is the graph distance between u and v.

Equivalently, a spindle is the intersection of two polyhedral convex cones with
apices at u and v and with both their interiors containing the open segment uv.

u u

vv

Figure 1: A spindle.

Theorem 1.5 (Strong d-step Theorem for spindles). If P is a spindle of dimen-
sion d, with n facets and length l, then there is another spindle P 0 of dimension
n � d, with 2n � 2d facets and with length at least l + n � 2d. In particular, if
l > d then P 0 violates the d-step conjecture, hence also the Hirsch conjecture.

The second ingredient in our disproof is the explicit construction of a spindle
of dimension five and length six, that we describe in Section 3:

Theorem 1.6. There is a 5-dimensional spindle (with 48 facets and 322 ver-
tices) of length six.

That our spindle has length six is easy to verify computationally. Still, we
include two computer-free proofs in Sections 4 and 5. Putting Theorems 1.5
and 1.6 together we get:

Corollary 1.7. There is a non-Hirsch polytope of dimension 43 with 86 facets.

4

Les figures encadrées sont extraites de SANTOS (2012). 85/240



Proposition (SANTOS, 2012)
Il existe un fuseau de dimension d = 5 avec f = 48 facettes et une
longueur ` = 6.

Le fuseau en question a 48 sommets (on s’en fiche).

Proposition (SANTOS, 2012)
L’existence d’un fuseau

de dimension d avec f facettes et une longueur `
implique l’existence d’un fuseau

de dimension f − d avec 2f − 2d facettes et une longueur
d’au moins `+ f − 2d.

Corollaire (SANTOS, 2012)
Il existe un fuseau de dimension d = 43 avec f = 86 facettes et une
longueur ` ≥ 44.

Ce dernier fuseau contredit δ ≤ f − d . Il a 322 sommets.
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Synthèse de la construction :

dimension n. de facettes longueur

fuseau initial d f `

fuseau construit f − d 2f − 2d ≥ `+ f − 2d

La construction se fait en répétant f − 2d fois le même pas :

dimension n. de facettes longueur

fuseau initial d f `

fuseau suivant d + 1 f + 1 ≥ `+ 1

fuseau suivant d + 2 f + 2 ≥ `+ 2
...

...
...

...

fuseau construit f − d 2f − 2d ≥ `+ f − 2d
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Décrivons le pas de la construction en termes duaux.

Définition
Un prismatoïde est un polytope dont tous les sommets sont dans
l’union de deux facettes parallèlles.

Exemples : cubes, prismes; octaèdres, “antiprismes”.

Le pas de construction vu dualement :

dimension n. de sommets longueur duale

prismatoïde donné d n `′

prismatoïde déduit d + 1 n + 1 ≥ `′ + 1
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On utilise la suspension d’un polytope quelconque Q en un sommet v :

In this formula, F ⇤ u denotes the pyramid over F with apex at u. See [12] or
[28] for more details, and Figure 2 for an illustration. One-point-suspensions
appear in the literature also under other names, such as dual wedges or vertex
splittings.

Sv(Q) ⇢ R3

v

u

w

Q ⇢ R2

v

Figure 2: The one-point-suspension of a pentagon is a simplicial 3-polytope with
six vertices and eight facets

Lemma 2.4. Let F1 and F2 be two facets of a polytope Q and let eQ := Sv(Q)

for some vertex v. For i = 1, 2, let eFi  eQ denote the facet Sv(Fi) if v 2 Fi or

one of the facets Fi ⇤ u or Fi ⇤ w if v 62 Fi. Then, the distance between eF1 and
eF2 in the dual graph of eQ is greater or equal than the distance between F1 and
F2 in the dual graph of Q.

Proof. The dual graph of eQ projects down to that of Q by sending each facet
Sv(F ), F ⇤u or F ⇤w to the facet F of Q that it came from. Graph-theoretically,
this projection amounts to contracting all the dual edges between F ⇤u and F ⇤w,
for each facet F  Q not containing v.

Proof of Lemma 1.1. We prove that H(n, d)  H(2n � 2d, n � d) by induction
on |n � d| and separating the cases n > 2d and n < 2d: If n < 2d then every
pair u, v of vertices of a d-polytope P with n facets lie in some common facet
F . F is a polytope of dimension d� 1 with at most n� 1 facets so the distance
from u to v in F is bounded by H(n � 1, d � 1). If n > 2d, apply Lemma 2.4
to a d-polytope Q with n vertices whose dual diameter achieves H(n, d), to get
H(n, d)  H(n + 1, d + 1).

2.2 The strong d-step Theorem

The following class of polytopes are the polars of the spindles mentioned in
Theorem 1.5:

Definition 2.5. A prismatoid is a polytope having two parallel facets Q+ and
Q� that contain all vertices. We call Q+ and Q� the base facets of Q. The
width of a prismatoid is the dual graph distance between Q+ and Q�.

The “base facets” of a prismatoid may not be unique, but they are part
of the definition. For example, a cube or an octahedron are prismatoids with
respect to any of their pairs of opposite facets. Observe that the requirement of
Q+ and Q� to be parallel is not especially relevant, as long as they are disjoint.

8

et on applique cela à un des sommets v du prismatoïde :

fQ+

ww

Q+

v

Q+

Q�

fQ� := Sv(Q
�)

Sv(Q) ⇢ Rd+1

fQ�

Q ⇢ Rd

eQ ⇢ Rd+1

u u

Figure 3: Perturbing a base facet in the one-point-suspension Sv(Q) of a pris-

matoid we get a new prismatoid eQ. The extra dots in the facet Q+ are meant
to be vertices of it, and convey the hypothesis that Q+ is not a simplex

for some m > 2d. Let l be the dual graph distance from Q+ to Q�. Then, there
is a (m � d)-polytope Q0 with n + m � 2d vertices and having two facets Q+0

and Q�0
at distance l + m � 2d. In particular, if l > (n � m) + d then Q0 is

non-Hirsch. The prismatoid version is the case n = m.

3 A 5-prismatoid without the d-step property

In the light of Theorem 2.6, we say that a prismatoid has the d-step property
if its width does not exceed its dimension. It is an easy exercise to show that
every 3-dimensional prismatoid has this property. For 4-dimensional ones, the
result is still true is true, although not obvious anymore [39]. In dimension five,
however, we have the following statement, which implies Theorem 1.6:

Theorem 3.1. The 5-dimensional prismatoid with the 48 rows of the matrices
of Table 1 as vertices has width six.

Q is small enough for the statement of Theorem 3.1 to be verified compu-
tationally, which has been done independently by Edward D. Kim and Julian
Pfeifle with the software polymake [18]. Still, in sections 4 and 5 we give two
computer-free (but not “computation-free”) proofs. Before going into details
we list some properties of Q which follow directly from its definition:

10

89/240



Bien des “réglages” sont encore nécessaires.

Voir les articles de SANTOS (et aussi le mémoire de DE WIT, 2011).
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1.- La sphère qui se voulait plus grosse que le cube

2.- La boule de rayon 1 de plus grand volume

3.- La boule de rayon 1 de plus grande aire

4.- Polytopes à graphe complet

5.- Polytopes réguliers

6.- Unimodalité des nombres de faces

7.- Conjecture de Hirsch

8.- Echantillonnage
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Echantillonnage dans le cube

Merci à Yvik Swan de m’avoir communiqué l’an passé

KÖPPEN, The Curse of Dimensionality (2000).

J’ai recouru aussi à wikipedia et quelques-uns des articles y référés.
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L’expression curse of dimensionality est due à
RICHARD BELLMAN (l’auteur de Dynamic programming, 1957).

Deux traductions parmi d’autres :
le fléau de la dimension,
la malédiction de la dimension.

“Cela désigne divers phénomènes qui ont lieu lorsque l’on cherche à
analyser ou organiser des données dans des espaces de grande
dimension alors qu’ils n’ont pas lieu dans des espaces de dimension
moindre.” [wikipédia]

“L’idée générale est que lorsque le nombre de dimensions augmente,
le volume de l’espace croît rapidement si bien que les données se
retrouvent ‘isolées’ et deviennent éparses.” [wikipédia]
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Soit Qd le cube unité de côté 1.

1

Q2

E

Tirons un point au hasard dans Qd , uniformément,
et désignons par X la variable aléatoire correspondante
(voir exposé d’YVIK SWAN pour les définitions rigoureuses).

Donc, si E est un sous-ensemble ‘mesurable’ de Qd ,

Prob(X ∈ E) = vol(E) =

∫

E
1.
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Quelle est la probabilité que X soit à distance plus petite ou égale à 1
2

du centre c du cube ?

1
c

Elle vaut

vol
(
B(c,1/2)

)
=

πd/2

(d/2) Γ (d/2)

(
1
2

)d

.

Lorsque d →∞, cette quantité tend très, très rapidement vers 0.

En grande dimension, le point échantilloné sera généralement “loin” du
centre.
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Fixons-nous un sommet du cube Qd , par exemple l’origine.

Quelle est la probabilité que X soit à distance plus petite ou égale à 1
2

du sommet o ?

1

o

Elle vaut

1
2d vol

(
B(o,1/2)

)
=

1
2d

πd/2

(d/2) Γ (d/2)

(
1
2

)d

.

A nouveau, lorsque d →∞, cette quantité tend très, très, très
rapidement vers 0.
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Ni proche de l’origine, ni proche d’un sommet, mais où donc est-il ?
(je parle du point uniformément aléatoire X dans le cube Qd )

Mais tout simplement dans le cube, là où il y a beaucoup de place !

Rappelez-vous que la diagonale est de longueur
√

d .

Le point (
1
4
,

1
4
, . . . ,

1
4

)

est à distance au moins
(√

d
)
/4 de chaque sommet et du centre.
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Voici l’évocation par KÖPPEN (2000) du cube de grande dimension :

an edge corresponds to a scheme of size 1. As an example, the scheme 00* repre-
sents the edge going from corner 0 0 0 to the corner 0 0 1 , or the scheme **0
the lower face of a cube.

The count of schemes of size k equals the number of possibilities for selecting k
wildcard positions out of n, multiplied with the number of possibilities to assign 0 or
1 to the remaining n k positions, i.e. 2n k. Therefrom it follows for the count Nn

k of
k-dimensional hypercubes bordering the n-dimensional hypercube:

Nn
k 2n k n

k
(1)

Equation (1) was used to derive the values in table 1. The number of hypersurfaces, to
which a corner belongs, can be found in a similar manner. It has to be counted, how
many schemes of size n 1 are realized by a given bitstring. This are just n schemes,
one for each bit position. The remaining 2n n n hypersurfaces of the hypercube
are disjoint to that corner, and each connecting line from the corner to an inner point
of one of those disjoint hypersurfaces completely lies within the hypercube.

All other entries in table 1 are obvious.
The volume of a n-dimensional unit hypercube is 1. For n ∞, the volume of a

hypercube with l 1 goes to infinity, while for l 1 it goes to 0. Also, the length of
the diagonal of a unit hypercube ( n) goes to infinity, the hypercube becomes more
and more extended. According to [4], the hypercube can be imagined as a highly
anisotropical body, more ressembling a spherical “hedgehog” than a convex body. The
inner ball-like part with radius 1 2 is covered with a large number (2n) of “spikes” of
length n 2 (going to infinity for large n) (see figure 4). ”‘The surfaces of cubes are
so horribly jagged that they might even be thought of as being almost fractal.”’ ([4],
p. 42).

n-dimensional
unit cube of

volume 1 n-dimensional ball
within the cube

(radius 1/2)

2n "Spikes" of
length n1/2/2 ≈ ∞

Figure 4: ”‘Spiking Hypercube”’ [4].

Finally, a short computation will show the change of relative volumina within the
hypercube, when problem dimension increases. On the main diagonal of a hypercube,
a random point P is selected with coordinates p1 p2 pn p and p 1 2.
This way, two subcubes of the hypercube are defined, with one including the point
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Comment se répartit la distance entre le point uniformément aléatoire
X et le sommet origine du cube Qd ?

Cette distance est une variable aléatoire; notons-la D = |Xo|.

En dimension 2, calculons explicitement sa fonction de répartition F ,
avec F (r) = Prob(D ≤ r).

Il y a quatre cas :

r ≤ 0

F (r) = 0

0 < r ≤ 1

F (r) = 1
4πr2

1 < r ≤
√

2

F (r) =???

√
2 < r

F (r) = 1

Voyons de plus près le troisième cas.
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Reprenons le cas où 1 < r ≤
√

2 :

= − +

Tous calculs faits,

F (r) = r2
(
π

4
− arccos

1
r

)
+
√

r2 − 1.
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On obtient la fonction de répartition pour la distance d’un point
aléatoire du cube à un sommet fixé (l’origine, par ex.) :

F (r) =





0 si r ≤ 0;

π
4 r2 si 0 < r ≤ 1;

r2 (π
4 − arccos1

r

)
+
√

r2 − 1 si 1 < r ≤
√

2;

1 si
√

2 < r .

et, après dérivation, la fonction f de densité :

f (r) =





0 si r ≤ 0;

π
2 r si 0 < r ≤ 1;

r
(
π
2 − 2arccos1

r

)
si 1 < r ≤

√
2;

0 si
√

2 < r .
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Voici les graphiques3 pour le carré (dimension 2) :

1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

20
R

P(R)

1 2

(a)
1

0.25

0.5

0.75

1

1.25

0 2
R

p(R)
π/2

1 2

(b)

Figure 7: Probability function (a) and probability density (b) of the distances of equally
distributed points to a corner within the unit square.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.543 0.543 0.544 0.541 0.541 0.541 0.540 0.542 0.540 0.539

Table 3: Ten experimentally computed values for the average distance of 20,000 ran-
dom points from a corner.

there is no need to normalize p R .
Figure 7(a) and (b) shows the plots of P R and p R . As can be seen, there is no

uniform distribution of the distances (which would be given by a flat line). To get the
expectation value of the distance, the first moment has to be computed:

2

0
xp x dx

2 ln 2 1
3

0 7652 (20)

So we get for the expectation value of the distance of a randomly selected point within
a square with diagonallength 1 to one corner

E R 2 0 541 (21)

Table 3 gives some experimentally computed values, using 20,000 random points in
each case.

For the variancy one gets:

σ2 R 2
1
2

2

0
x E R 2p x dx

4 2 2 log 1 2 log 1 2 2

18
0 0405 (22)

Table 4 gives ten experimentally computed values, using 10,000 random points in each
case.

To summarize: equally distributed points in a unit square will have an average
distance of 0 76 0 28 to a corner of the square (with 0.28 given as σ R ).

3les figures encadrées sont extraites de KÖPPEN (2000)
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Voici les graphiques analogues pour le cube de dimension 3 :
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Figure 9: Probability function (a) and density (b) for the distances of random points
within the unit cube to a corner.
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Figure 10: Expectation value and variancy of the distance of a random point of a
hypercube with diagonallength 1 to one of its corners.

The simulation is quite simple: for given dimension n, n equally distributed ran-
dom numbers xi from 0 1 are generated. Then, compute

Rn
1
n

x21 x22 x2n (25)

This is repeated for a given number of trials, and the expectation value and variancy
of the values Rn is computed. To get the plot in figure 10 (a), for n going from 1 to
100, in each case 2000 trials were made, for figure 10(b) 1000 trials. Two things are
obvious: the expectation values approaches a constant value (R∞ of about 0.58); and
the variancy decays to 0 with the order of about 1 n.

On a first glance, this may be a surprise. For higher dimensions, the reliability
of the fact that a random point will have a fixed distance to a corner of a hypercube,
rapidly goes to 1. The probability of obtaining a different distance becomes nearly 0.
Therefore, it is impossible to stay nearby the corner region of a cube.

It has to be noted that the points itself remain random. They are still uniformly
scattered over the whole volume of the hypercube. The convergence is only a statistical
one. This can be understood in the sense that the majority of the hypercube volume is
concentrated in the inner part, and the portion of the spikes (corner regions) goes down
to 0.

Figure 11 illustrates this fact. By numerical simulation, the probability density
functions for dimensions 2, 3, 4, 5 , 10, 30, 50 and 100 have been obtained. With
increasing dimension one gets a more and more bell shaped curve.

Ils sont basés sur trois cas non triviaux :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
40.5 40.5 39.9 39.9 40.5 40.7 40.8 39.5 39.9 41.6

Table 4: Ten experimentally computed values for the variancy of 10,000 random
points, multiplied with 1000.

R 1 1 R 2 2 R 3

Figure 8: Three cases for the intersection of eighth ball and unit cube.

4.2 Cube

Now, the computations will be given for the case of a unit cube. As can be seen from
figure 8, this time there are three cases to consider.
Case 1: 0 R 1. The eighth ball lies completely within the cube, therefore

P R
1
6
πR3 (23)

Case 2: 1 R 2. Here, the eighth ball sticks out of the cube on its three faces.
Each of these quarter ball caps has the height R 1. The volume of a ball cap κ with
radius R and height h isVκ 1 3πh2 3R h . Therefore

P R 1
6
πR3 3

4
1
3
π R 1 2 3R R 1

1
6
πR3

1
4
π R 1 2 2R 1 (24)

Case 3: 2 R 3. The quarter ball caps start to overlap. The resulting body (a
cube corner sticking out of the eighth ball) is hard to describe mathematically. Because
only a small part of the functions p R and P R is covered by this case, instead of an
exact computation a spline interpolation was used.

The details of the derivation of P R will be omitted here. Figure 9 gives the plots
of both functions. The skewness of the distribution, compared with the square case,
has increased.

From the first moment the expectation value E R 3 and the variancy σ2 E 3
can be computed. It follows for the average distance in a cube of diagonallength 1 the
value 0.55 and for the variancy 0.026. In the unit cube, equally distributed random
points will have an average distance of 0 96 0 28 to each corner.

4.3 General case

For the general case n 3, the formal computations become too complex. Thats why
we restrict our attention on some numerical experiments.
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Et voici, en fonction de d , des estimations de la moyenne et de la
variance de la distance à l’origine
(mais pour un cube de diagonale 1) :
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Figure 9: Probability function (a) and density (b) for the distances of random points
within the unit cube to a corner.
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Figure 10: Expectation value and variancy of the distance of a random point of a
hypercube with diagonallength 1 to one of its corners.

The simulation is quite simple: for given dimension n, n equally distributed ran-
dom numbers xi from 0 1 are generated. Then, compute

Rn
1
n

x21 x22 x2n (25)

This is repeated for a given number of trials, and the expectation value and variancy
of the values Rn is computed. To get the plot in figure 10 (a), for n going from 1 to
100, in each case 2000 trials were made, for figure 10(b) 1000 trials. Two things are
obvious: the expectation values approaches a constant value (R∞ of about 0.58); and
the variancy decays to 0 with the order of about 1 n.

On a first glance, this may be a surprise. For higher dimensions, the reliability
of the fact that a random point will have a fixed distance to a corner of a hypercube,
rapidly goes to 1. The probability of obtaining a different distance becomes nearly 0.
Therefore, it is impossible to stay nearby the corner region of a cube.

It has to be noted that the points itself remain random. They are still uniformly
scattered over the whole volume of the hypercube. The convergence is only a statistical
one. This can be understood in the sense that the majority of the hypercube volume is
concentrated in the inner part, and the portion of the spikes (corner regions) goes down
to 0.

Figure 11 illustrates this fact. By numerical simulation, the probability density
functions for dimensions 2, 3, 4, 5 , 10, 30, 50 and 100 have been obtained. With
increasing dimension one gets a more and more bell shaped curve.

104/240


