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H(2,C) = {XeM(2,C)| XI =X}

W4 —al —ix?
> X = 1,2 0,3 | =Xoy
—X" +1x xX© —Xx

» Espace vectoriel réel de dimension 4 = R*

/10 /(0 1 (0 i /1 0
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det(X) = () — (')~ (@) — ()
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SL(2,C) = {S € M(2,C) |det(S) = 1}

Actionde S € SL (2,C) sur H(2,C) :
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» La tsf. X — X’ est linéaire : S(X + Y)St = SXST 4 Syst
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Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste
UN HOMOMORPHISME SL (2,C) — L

SL(2,C) = {S € M(2,C) |det(S) = 1}
Actionde S € SL (2,C) sur H(2,C) :

X — X' = SXSt

» La tsf. X — X’ est linéaire : S(X + Y)St = SXST 4 Syst
» On définit

f:SL(2,C) - M(4,R):S~f(S),
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UN HOMOMORPHISME SL (2,C) — L

SL(2,C) = {S € M(2,C) |det(S) = 1}
Actionde S € SL (2,C) sur H(2,C) :

X — X' = SXSt

» La tsf. X — X’ est linéaire : S(X + Y)St = SXST 4 Syst
» On définit

f:SL(2,C) — M(4,R): S~ f(S), Sx‘o,S"=[f(S) "o,
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UN HOMOMORPHISME SL (2,C) — L

Pour aller plus loin
000

SL(2,C) = {S € M(2,C) |det(S) = 1}
Actionde S € SL (2,C) sur H(2,C) :

X — X' = SXSt

» La tsf. X — X’ est linéaire : S(X + Y)St = SXST 4 Syst
» On définit

f:SL(2,C) - M(4,R):S~f(S),

> f est un homomorphisme

Sx'a,S" = [f(S)",

v
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UN HOMOMORPHISME SL (2,C) — L

SL(2,C) = {S € M(2,C) |det(S) = 1}
Actionde S € SL (2,C) sur H(2,C) :

X — X' = SXSt

» La tsf. X — X’ est linéaire : S(X + Y)St = SXST 4 Syst
» On définit

f:SL(2,C) — M(4,R): S~ f(S), Sx‘o,S"=[f(S) "o,

> f est un homomorphisme :
(ST)X(ST)T =S (TXT") ST = f(S-T)=£(S)-f(T)
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UN HOMOMORPHISME SL (2,C) — L

SL(2,C) = {S € M(2,C) |det(S) = 1}
Actionde S € SL (2,C) sur H(2,C) :

X — X' = SXSt

» La tsf. X — X’ est linéaire : S(X + Y)St = SXST 4 Syst
» On définit

f:SL(2,C) — M(4,R): S~ f(S), Sx‘o,S"=[f(S) "o,

> f est un homomorphisme :
(ST)X(ST)T =S (TXT") ST = f(S-T)=£(S)-f(T)

» Observation : det(X’) = det (SXS)
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SL(2,C) = {S € M(2,C) |det(S) = 1}
Actionde S € SL (2,C) sur H(2,C) :

X — X' = SXSt

» La tsf. X — X’ est linéaire : S(X + Y)St = SXST 4 Syst
» On définit

f:SL(2,C) — M(4,R): S~ f(S), Sx‘o,S"=[f(S) "o,

> f est un homomorphisme :
(ST)X(ST)T =S (TXT") ST = f(S-T)=£(S)-f(T)

» Observation : det(X’) = det (SXST) = det (X)
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SL(2,C) = {S € M(2,C) |det(S) = 1}
Actionde S € SL (2,C) sur H(2,C) :

X — X' = SXSt

» La tsf. X — X’ est linéaire : S(X + Y)St = SXST 4 Syst
» On définit

f:SL(2,C) — M(4,R): S~ f(S), Sx‘o,S"=[f(S) "o,

> f est un homomorphisme :
(ST)X(ST)T =S (TXT") ST = f(S-T)=£(S)-f(T)

» Observation : det(X’) = det (SXST) =det(X) = —x'-n-x
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SL(2,C) = {S € M(2,C) |det(S) = 1}
Actionde S € SL (2,C) sur H(2,C) :

X — X' = SXSt

» La tsf. X — X’ est linéaire : S(X + Y)St = SXST 4 Syst
» On définit

f:SL(2,C) — M(4,R): S~ f(S), Sx‘o,S"=[f(S) "o,

> f est un homomorphisme :
(ST)X(ST)T =S (TXT") ST = f(S-T)=£(S)-f(T)

» Observation : det(X’) = det (SXST) =det(X) = —x'-n-x
= f(S)eL!
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SL(2,C) = {S € M(2,C) |det(S) = 1}
Actionde S € SL (2,C) sur H(2,C) :

X — X' = SXSt

» La tsf. X — X’ est linéaire : S(X + Y)St = SXST 4 Syst
» On définit

f:SL(2,C) — L : Swf(S), Sx'o,S'=[f(S)]" x o,

> f est un homomorphisme :
(ST)X(ST)T =S (TXT") ST = f(S-T)=£(S)-f(T)

» Observation : det(X’) = det (SXST) =det(X) = —x'-n-x
= f(S)eL!
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Im(f) = SL(2,C) /Ker(f)
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UN HOMOMORPHISME SL (2,C) — L
Im(f) = SL(2,C) /Ker(f)
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» Lemme 1: Ker(f) =Z,
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UN HOMOMORPHISME SL (2,C) — L
Im(f) = SL(2,C) /Ker(f)

~

» Lemme 1: Ker(f) =Z,

Preuve :

S € Ker(f) < SXS' = X pour tout X
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UN HOMOMORPHISME SL (2,C) — L
Im(f) = SL(2,C) /Ker(f)

~

» Lemme 1: Ker(f) =Z,

Preuve :

S € Ker(f) & SXS' = Xpourtout X =S ==l
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Im(f) = SL(2,C) /Ker(f)
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» Lemme 1: Ker(f) =Z,

Preuve :

S € Ker(f) & SXST = Xpourtout X =S =4I
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Im(f) = SL(2,C) /25

» Lemme 1: Ker(f) =Z,
Preuve :

S € Ker(f) & SXS' = Xpourtout X =S ==l
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UN HOMOMORPHISME SL (2,C) — L
Im(f) =SL(2,C) /Z,
» Lemme 1: Ker(f) =Z,

Preuve :
S € Ker(f) & SXST = Xpourtout X =S =4I |

» Lemme 2 : Im(f) = Leo
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Im(f) 2 SL(2,C) /2,
» Lemme 1: Ker(f) =Z,
Preuve :
S € Ker(f) & SXST = Xpourtout X =S =4I |

» Lemme 2 : Im(f) = Leo

Preuve :
f continue
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:

UN HOMOMORPHISME SL (2,C) — L
Im(f) =SL(2,C) /Z,
» Lemme 1: Ker(f) =Z,

Preuve :
S € Ker(f) & SXST = Xpourtout X =S =4I |

» Lemme 2 : Im(f) = Leo

Preuve :
f continue = Im( f) € Groupe de Lorentz connexe
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:

UN HOMOMORPHISME SL (2,C) — L
Im(f) =SL(2,C) /Z,
» Lemme 1: Ker(f) =Z,

Preuve :
S € Ker(f) & SXST = Xpourtout X =S =4I |

» Lemme 2 : Im(f) = Leo

Preuve :
f continue = Im( f) € Groupe de Lorentz connexe = L.
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:

UN HOMOMORPHISME SL (2,C) — L
Im(f) =SL(2,C) /Z,
» Lemme 1: Ker(f) =Z,

Preuve :
S € Ker(f) & SXST = Xpourtout X =S =4I |

» Lemme 2 : Im(f) = Leo
Preuve :

f continue = Im( f) € Groupe de Lorentz connexe = L.
Surjectivité de f sur L, :
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UN HOMOMORPHISME SL (2,C) — L
Im(f) =SL(2,C) /Z,
» Lemme 1: Ker(f) =Z,

Preuve :
S € Ker(f) & SXST = Xpourtout X =S =4I |

» Lemme 2 : Im(f) = Leo
Preuve :

f continue = Im( f) € Groupe de Lorentz connexe = L.
Surjectivité de f sur L, : subtil...
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UN HOMOMORPHISME SL (2,C) — L
Im(f) =SL(2,C) /Z,
» Lemme 1: Ker(f) =Z,

Preuve :
S € Ker(f) & SXST = Xpourtout X =S =4I |

» Lemme 2 : Im(f) = Leo
Preuve :

f continue = Im( f) € Groupe de Lorentz connexe = L.
Surjectivité de f sur L, : subtil... |
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Surjectivité de f sur L, : subtil... |
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» L’homomorphisme f explicite :
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» L’homomorphisme f explicite :
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UN HOMOMORPHISME SL (2,C) — L

So,St = [F(S))” 00
» L’homomorphisme f explicite :

a b
|G 9]
3 (la® + b]* + |c* + [d[*) —Re{ab+ cd}
—Re {ac + bd } Re {ad + bc}
Im {ac + bd} —Im {ad + bc}
3 (la* + 16> — |c|> = |d]*) —Re{ab—cd}

Im {ab+cd} 1 (|af? — b+ [c* — |d|*)
—Im {cld — be} —Re {ac —_bd}

Re {ad — bc} Im {ac — bd}
Im{ab—cd} 1 (ja]®—|b* —|c|* +|d]?)
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DEUX EXEMPLES
1. Rotation (d’angle 0 autour de l'axe x> = z)
1 0 0 0 o2
: i
o= o Sy 20 8] - (T
0 0 0 1

0 ei0/2>

2. Boost (de vitesse v dans la direction x> = z)
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:

DEUX EXEMPLES

1. Rotation (d’angle § autour de l'axe x> = z) :

1 0 0 0

0 cosf® sinf O e0/2 0
f(8) = 0 —sinf cosf O i S_j:< 0 ei9/2>

0 0 0 1

2. Boost (de vitesse v dans la direction x> = z) :

coshy 0 0 —sinhy
0 10 0
f18) = 0 0 1 0
—sinhxy 0 0 coshy



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin
00000 00000 00000000000 0000000 000
:

DEUX EXEMPLES

1. Rotation (d’angle § autour de l'axe x> = z) :

1 0 0 0

0 cosf® sinf O e0/2 0
f(8) = 0 —sinf cosf O i S_j:< 0 ei9/2>

0 0 0 1

2. Boost (de vitesse v dans la direction x> = z) :

coshy 0 0 —sinhy
0 10 0
f18) = 0 0 1 0

—sinhxy 0 0 coshy

(x = argtanh(v/c))
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DEUX EXEMPLES

1. Rotation (d’angle § autour de l'axe x> = z) :

1 0 0 0

0 cosf® sinf O e0/2 0
f(8) = 0 —sinf cosf O i S_j:< 0 ei9/2>

0 0 0 1

2. Boost (de vitesse v dans la direction x> = z) :

coshy 0 0 —sinhy

0 10 0 e X/2 0
=1 09 01 o0 WS_i( 0 eX/Z)

—sinhxy 0 0 coshy

(x = argtanh(v/c))



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 00000000000 0000000 000
:

3. Transformations conformes de
la sphere



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 00000000000 0000000 000
:

3. Transformations conformes de
la sphere

A. Préliminaires géométriques
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3. Transformations conformes de
la sphere

A. Préliminaires géométriques

B. Transformations conformes du plan
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3. Transformations conformes de
la sphere

A. Préliminaires géométriques
B. Transformations conformes du plan

C. Transformations conformes de la sphere
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PRELIMINAIRES GEOMETRIQUES

Pour aller plus loin
000

Variété M = espace localement ~ R"
» Exemples: M =R"
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000000
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Sphere céleste
PRELIMINAIRES GEOMETRIQUES

Pour aller plus loin
000

Variété M = espace localement ~ R"

» Exemples : M = R", sphére 5"
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PRELIMINAIRES GEOMETRIQUES

Variété M = espace localement ~ R"
» Exemples : M = R", sphére 5"
» Tout point p sur M admet un espace de vecteurs tangents.
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PRELIMINAIRES GEOMETRIQUES

Variété M = espace localement ~ R"
» Exemples : M = R", sphére 5"
» Tout point p sur M admet un espace de vecteurs tangents.

Métrique g sur une variété M
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PRELIMINAIRES GEOMETRIQUES

Pour aller plus loin
000

Variété M = espace localement ~ R"

» Exemples : M = R", sphére 5"

tangent en tout point.

» Tout point p sur M admet un espace de vecteurs tangents.
Métrique g sur une variété M = produit scalaire sur 1'espace
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Pour aller plus loin
000

Variété M = espace localement ~ R"

» Exemples : M = R", sphére 5"

» Tout point p sur M admet un espace de vecteurs tangents.

Métrique g sur une variété M = produit scalaire sur 1'espace
tangent en tout point.
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[0l - {fe]

Observation : métrique 1 o< métrique 2
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00000 000000 00000e00000 0000000 000
:

TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

dzdzZ = (azdz + 8—Zd ) (azdz + aZvlz)

) oz ) oz
0207, 0207, [0207  0Z0Z],
= mnT T EH [82 % oz az]dd
& dzdz

u]
]
I
w
i




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()

Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin
TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN
= 07z o7z 07z o7z
dzdz = (adz + §d ) (adz + 8_512)
_0Z 0z 2 4 0Z 07 ,_ 0Z0Z 0Z0Z _
= mnT T EH [82 7z oz 8z]d 4z
x  dzdz
0Z _
> Vi 0




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000800000

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

Pour aller plus loin
= 0z 0z 0z 0z
dzdz = (adz + §d ) (adz + 8_512)
_0Z 0z 2 4 0Z 07 ,_ 0Z0Z 0Z0Z _
= mnT T EH [82 7z oz 8z]d 4z
x  dzdz
%Z =0 ou %

9z =0



Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000800000

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

Pour aller plus loin
= 0z 0z 0z 0z
dzdz = (adz + §d ) (adz + 8_512)
_0Z 0z 2 4 0Z 07 ,_ 0Z0Z 0Z0Z _
= mnT T EH [82 7z oz 8z]d 4z
x  dzdz
,» 0Z 0Z _
Vi =0 ou Oz = 0
> Z(z,2)

= Z(z)



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 00000e00000 0000000 000
: :

TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

dzdzZ = (azdz + a—zd ) (azdz + aZvlz)

) oz ) oz
0207, 0207, [0207  0Z0Z],
= mnT T EH [82 % oz az]dd
& dzdz

oz 9z _

Vi =0 ou Oz =
» Z(z,z) = Z(z)

Mais z — Z(z) doit étre un difféomorphisme de C!



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin
00000 000000 00000e00000 0000000 000

TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

dzdzZ = (azdz + a—zd ) (azdz + 8Zdz)

) oz ) oz
0207, 0207, [0207  0Z0Z],
= mnT T EH [82 % oz az]dd
& dzdz

oz 9z _

Vi =0 ou Oz =
» Z(z,z) = Z(z)

Mais z — Z(z) doit étre un difféomorphisme de C!
» Z(z) doit étre réguliere



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin
00000 000000 00000e00000 0000000 000

TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

dzdzZ = (azdz + a—zd ) (azdz + 8Zdz)

) oz ) oz
0207, 0207, [0207  0Z0Z],
= mnT T EH [82 % oz az]dd
& dzdz

oz 9z _

Vi =0 ou Oz =
» Z(z,z) = Z(z)

Mais z — Z(z) doit étre un difféomorphisme de C!
» Z(z) doit étre réguliere = Z(z) = A+ Bz + Cz> + Dz% +



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin
00000 000000 00000e00000 0000000 000

TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

dzdzZ = (azdz + 6—Zd ) (azdz + 8Zvlz)

) oz ) oz
0207, 0207, [0207  0Z0Z],
= mnT T EH [82 % oz az]dd
& dzdz

oz 9z _

Vi =0 ou Vi
» Z(z,z) = Z(z)
Mais z — Z(z) doit étre un difféomorphisme de C!

» Z(z) doit étre réguliere = Z(z) = A+ Bz + Cz> + Dz% +
» Z(z) doit étre injective



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin
00000 000000 00000e00000 0000000 000

TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

dzdzZ = (azdz + 6—Zd ) (azdz + 8Zvlz)

) oz ) oz
0207, 0207, [0207  0Z0Z],
= mnT T EH [82 % oz az]dd
& dzdz

oz 9z _

Vi =0 ou Vi
» Z(z,z) = Z(z)
Mais z — Z(z) doit étre un difféomorphisme de C!

» Z(z) doit étre réguliere = Z(z) = A+ Bz + Cz> + Dz% +
» Z(z) doit étre injective = Z(z) =az+b



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin
00000 000000 00000e00000 0000000 000

TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

dzdzZ = (azdz + 6—Zd ) (azdz + 8Zvlz)

) oz ) oz
0207, 0207, [0207  0Z0Z],
= mnT T EH [82 % oz az]dd
& dzdz

oz 9z _

Vi =0 ou Oz =
» Z(z,z) = Z(z)

Mais z — Z(z) doit étre un difféomorphisme de C!
» Z(z) doit étre réguliere = Z(z) = A+ Bz + Cz> + Dz% +
» Z(z) doit étre injective = Z(z) =az+b
» Z(z) doit étre surjective



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin
00000 000000 00000e00000 0000000 000

TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

dzdzZ = (azdz + 6—Zd ) (azdz + 8Zvlz)

) oz ) oz
0207, 0207, [0207  0Z0Z],
= mnT T EH [82 % oz az]dd
& dzdz

oz 9z _

Vi =0 ou Oz =
» Z(z,z) = Z(z)

Mais z — Z(z) doit étre un difféomorphisme de C!
» Z(z) doit étre réguliere = Z(z) = A+ Bz + Cz> + Dz% +
» Z(z) doit étre injective = Z(z) =az+b (a#0)
» Z(z) doit étre surjective



Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000080000

000

0000000
Conclusion :

Pour aller plus loin

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

Transformations conformes de R = C,




Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin
00000 000000 0O00000e0000 0000000 000
: :

TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

Conclusion :

Transformations conformes de R? = C, avec métrique § = dzdz :




Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin
00000 000000 0O00000e0000 0000000 000
: :

TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

Conclusion :

Transformations conformes de R? = C, avec métrique § = dzdz :

‘zr—)Z(z):az+b‘ a,beC,a#0.




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000080000

Conclusion :

Pour aller plus loin
000

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

Transformations conformes de R? = C, avec métrique § = dzdz :

‘zr—)Z(z):az—i—b‘

a,beC, a#0.
» Translations

z—z+Db




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000080000

Conclusion :

Pour aller plus loin
000

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

Transformations conformes de R? = C, avec métrique § = dzdz :

‘zr—)Z(z):az—i—b‘

a,beC, a#0.
» Translations

z—z+Db
» Rotations

ZP—>€iGZ




Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 0O00000e0000 0000000 000
:

TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

Conclusion :

Transformations conformes de R? = C, avec métrique § = dzdz :

‘zr—)Z(z):az+b‘ a,beC,a#0.

» Translations z+~—z+b
» Rotations Z 5 elfy
» Dilatations z e Xz



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 0O00000e0000 0000000 000
:

TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

Conclusion :

Transformations conformes de R? = C, avec métrique § = dzdz :

‘zr—)Z(z):az+b‘ a,beC,a#0.

» Translations z+~—z+b
» Rotations Z 5 elfy

» Dilatations z e Xz

Remarque : métrique non-euclidienne g = Q(z, z)dzdz



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 0O00000e0000 0000000 000
:

TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

Conclusion :

Transformations conformes de R? = C, avec métrique § = dzdz :

‘zr—)Z(z):az+b‘ a,beC,a#0.

» Translations z+~—z+b
» Rotations Z 5 elfy
» Dilatations z e Xz

Remarque : métrique non-euclidienne g = Q(z, z)dzdz

» Mémes transformations conformes!



Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000008000

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Pour aller plus loin
000

§* = {(x17x2ax3) eR} |2+ 25423 = 1}




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000008000

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Pour aller plus loin
000

§* = {(xl,xz,x3) eR} |2+ 25423 = 1}

On aimerait utiliser ce qu’on connait sur le plan...




Le groupe de Lorentz
00000

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000008000

Sphere céleste
0000000

Pour aller plus loin
000

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

§* = {(xl,xz,x3) eR} |2+ 25423 = 1}

On aimerait utiliser ce qu’on connait sur le plan...

» Coordonnées stéréographiques sur la sphere :




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000008000

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Pour aller plus loin
000

§* = {(xl,xz,x3) eR} |2+ 25423 = 1}

On aimerait utiliser ce qu’on connait sur le plan...

» Coordonnées stéréographiques sur la sphere :

X1+ ixp
z=

1+ x3
(Projection depuis le pole Sud)




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000008000

Sphere céleste

0000000

Pour aller plus loin
000

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

§* = {(xl,xz,x3) eR} |2+ 25423 = 1}

On aimerait utiliser ce qu’on connait sur le plan...

» Coordonnées stéréographiques sur la sphere :

X1+ ixp
z=

1+ x3
(Projection depuis le pole Sud)
» Sphere = Plan U {point}




Le groupe de Lorentz
00000

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000008000

Sphere céleste

0000000

Pour aller plus loin
000

>

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

52 = {(xl,xz,xg) €R3 x%+x%+x§ = 1}

On aimerait utiliser ce qu’on connait sur le plan...

» Coordonnées stéréographiques sur la sphere :

z

X1+ ixy

1+ X3
(Projection depuis le pole Sud)
SZ

~

C U {point}




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000008000

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Pour aller plus loin
000

52 = {(xl,xz,xg) €R3 x%+x%+x§ = 1}

On aimerait utiliser ce qu’on connait sur le plan...

» Coordonnées stéréographiques sur la sphere :

.= X1+ ixy
1 + X3
(Projection depuis le pole Sud)
» S =~ C U{point}
{

(pole Sud)




Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 00000008000 0000000 000
:

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Sz = {(xl,xz,xg) €R3 x%+x%+x§ = 1}

On aimerait utiliser ce qu’on connait sur le plan...

» Coordonnées stéréographiques sur la sphere :

X1+ ixy
1—|—X3

z

(Projection depuis le pole Sud)
» S =~ C U{point}

1
"z =00" (pole Sud)

» Meétrique sur S? en termes de la métrique sur C?



Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000000800

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Pour aller plus loin
000

Métrique sur S?




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000000800

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Pour aller plus loin
000

Métrique sur S C R3:




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000000800

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Pour aller plus loin
000

Métrique sur S C R3:

dx? + dx3 4 dx3




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000000800

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Pour aller plus loin
000

Métrique sur S C R3:

g= (dx% +dx3 + dx%)

2 122 2
xi+x;+xg=1




Le groupe de Lorentz
00000

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000000800

Sphere céleste
0000000

Pour aller plus loin
000

N
Il

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Métrique sur S C R3:

g= (dx% +dx3 + dx%)
X1+ ix
1+x3

2 122 2
xi+x;+xg=1




Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste
00000 000000

Pour aller plus loin
00000000800 0000000
:

000

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Métrique sur S C R3:

g= (dx% +dx3 + dx%)

2 122 2
xi+x;+xg=1

=Xt ixo
— 1T+x3
» Observation :
1
dzdz = —— (dx2 +dx3 + dxz)
(1 + X3)2 1 2 3 x2x5+ad=1




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000000800

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Pour aller plus loin
000

Métrique sur S C R3:

z

g= (dx% +dx3 + dx%)
X1+ ix
1+x3

x% +x§ +x§ =1
» Observation :

dzdz =

(1 +1x3)2 (

dx3 + dxs + dx%)

» g = (1 + X3)2 dZdz

20,242
x1+x2+x371




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000000800

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Pour aller plus loin
000

Métrique sur S C R3:

z

g= (dx% +dx3 + dx%)
X1+ ix
1+x3

x% +x§ +x§ =1
» Observation :

dzdz =

(1 +1x3)2 (

dx3 + dxs + dx%)
» ¢ = (1+x3)%*dzdz < dzdz !!!

20,242
x1+x2+x371




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE
Ssphere X dzdz

Pour aller plus loin
000




Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin
00000 000000 00000000080 0000000 000
: :

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Ssphere X dzdz

» Méme traitement que pour le plan




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE
Ssphere X dzdz

Pour aller plus loin
000

» Méme traitement que pour le plan

» Toute application z — Z(z) est, localement, une tsf.
conforme de S?!




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE
Ssphere X dzdz

Pour aller plus loin
000

» Méme traitement que pour le plan... ou presque.

» Toute application z — Z(z) est, localement, une tsf.
conforme de S?!




Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 00000000080 0000000 000
:

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Ssphere X dzdz
» Méme traitement que pour le plan... ou presque.

» Toute application z — Z(z) est, localement, une tsf.
conforme de S?!

La fct z — Z(z) doit étre un difféomorphisme de C



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 00000000080 0000000 000
:

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Ssphere X dzdz
» Méme traitement que pour le plan... ou presque.

» Toute application z — Z(z) est, localement, une tsf.
conforme de S?!

La fct z — Z(z) doit étre un difféomorphisme de C U {co}



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 00000000080 0000000 000
:

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Ssphere X dzdz
» Méme traitement que pour le plan... ou presque.

» Toute application z — Z(z) est, localement, une tsf.
conforme de S?!

La fct z — Z(z) doit étre un difféomorphisme de C U {co}

» Z(z) doit étre réguliere sur la sphere



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 00000000080 0000000 000
:

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Ssphere X dzdz
» Méme traitement que pour le plan... ou presque.

» Toute application z — Z(z) est, localement, une tsf.
conforme de S?!

La fct z — Z(z) doit étre un difféomorphisme de C U {co}
» Z(z) doit étre réguliere sur la sphere

A-+B 2.
= Z(z) = JEEEA G




Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 00000000080 0000000 000
:

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Ssphere X dzdz
» Méme traitement que pour le plan... ou presque.

» Toute application z — Z(z) est, localement, une tsf.
conforme de S?!

La fct z — Z(z) doit étre un difféomorphisme de C U {co}
» Z(z) doit étre réguliere sur la sphere
_ A+Bz+Cz4 -
— Z =
(Z) A,+B,Z+C,ZZ+"‘
» Z(z) doit étre injective sur la sphere




Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 00000000080 0000000 000
:

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Ssphere X dzdz
» Méme traitement que pour le plan... ou presque.

» Toute application z — Z(z) est, localement, une tsf.
conforme de S?!

La fct z — Z(z) doit étre un difféomorphisme de C U {co}
» Z(z) doit étre réguliere sur la sphere
_ A+Bz+Cz4 -
— Z =
(Z) A,+B,Z+C,ZZ+"‘
» Z(z) doit étre injective sur la sphere

= 2() = 4




Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 00000000080 0000000 000
:

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Ssphere X dzdz
» Méme traitement que pour le plan... ou presque.

» Toute application z — Z(z) est, localement, une tsf.
conforme de S?!

La fct z — Z(z) doit étre un difféomorphisme de C U {co}
» Z(z) doit étre réguliere sur la sphere
_ A+Bz+Cz4 -
— Z =
(Z) A,+B,Z+C,ZZ+"‘
» Z(z) doit étre injective sur la sphere

= 2() = F4

» Z(z) doit étre surjective sur la sphere




Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 00000000080 0000000 000
:

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Ssphere X dzdz
» Méme traitement que pour le plan... ou presque.

» Toute application z — Z(z) est, localement, une tsf.
conforme de S?!

La fct z — Z(z) doit étre un difféomorphisme de C U {co}

» Z(z) doit étre réguliere sur la sphere
_ A+Bz+C 4
— Z =
(Z) A,+B,Z+C,ZZ+"‘
» Z(z) doit étre injective sur la sphere

= 2() = F4

» Z(z) doit étre surjective sur la sphere

a b
:>det<c d)#o




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000000000

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Pour aller plus loin
000

zn—>Z(z)—aZ+b

Conclusion : Toute tsf. conforme de la sphere peut s’écrire

cz+d




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000000000

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Pour aller plus loin
000

zn—>Z(z)—aZ+b

Conclusion : Toute tsf. conforme de la sphere peut s’écrire

cz+d

a b
avec det <c d) #0.




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()
000000

Tsf. conformes de la sphere
00000000000

Sphere céleste
TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Pour aller plus loin
000

zn—>Z(z)—aZ+b

Conclusion : Toute tsf. conforme de la sphere peut s’écrire

cz+d

Remarque :

a b
avec det <c d) #0.




Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 00000000008 0000000 000
:

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Conclusion : Toute tsf. conforme de la sphere peut s’écrire

z+— Z(z) = 0z +b avec det <Z Z) #0.

cz+d

Remarque :

a b a v . .
c d x Jdodl mémes transformations



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 00000000008 0000000 000
:

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Conclusion : Toute tsf. conforme de la sphere peut s’écrire

z+— Z(z) = LZiZ avec det <Z Z) #0.
Remarque :
a b a v . .
c d x Jdodl mémes transformations

» On peut supposer (S.P.D.G.) det <i Z) =1



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste Pour aller plus loin

00000 000000 00000000008 0000000 000
:

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Conclusion : Toute tsf. conforme de la sphere peut s’écrire

z+— Z(z) = Ziis avec det <Z Z) #0.
Remarque :
a b a v . .
c d x Jdodl mémes transformations

» On peut supposer (S.P.D.G.) det <i Z) =1

et le signe ne joue pas.



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme () Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste
00000 000000 00000000008 0000000

Pour aller plus loin
000

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHERE

Conclusion : Toute tsf. conforme de la sphere peut s’écrire

z+— Z(z) = 0z +b avec det <Z Z) #0.

cz+d
Remarque :
a b a v . .
c d x Jdodl mémes transformations

» On peut supposer (S.P.D.G.) det <i Z) =1

et le signe ne joue pas.
» Le groupe des transformations conformes de S? est

SL(2,C) /Z,



Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()

Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste
000000 00000000000 0000000

Pour aller plus loin
000

4. Groupe de Lorentz et sphere
céleste




Le groupe de Lorentz
00000
:

L’isomorphisme ()

Tsf. conformes de la sphere Sphere céleste
000000 00000000000 0000000
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Mais jusque-la on n’a pas touché au temps...
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» C’estla “sphere des directions vers lesquelles on regarde”.
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» Mais on veut la limite r — +o0, u =cst ~» Simplifications !
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2
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2
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2

r

(xll)Z + (x/2)2 + (xl3)2

<A10(M — 1") + Alli’ :

2
+ <A20(u — 1)+ A%y :

2
,\_22).2 N_23),.3>
=+ ( o(u 1”) + 17

2
. A32x2 + A33X3
zz
On exprime les x* en termes de u, 7,z
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r/2 _ (xll)Z + (xIZ)Z + (x/3)2

_ _ 2
Z+z rzZ—2
( ol =1+ 1r1—s—zijL 211+zz+ 3

_ 2
zZ+4+z rz—2z

Az o AZ AZ* AZ 3

( (u 7’)+ 1r1+ZZ+ 2i1+zz+ 3X

5 2
+z rz—2z

A3 (1 — A3, 2 A3, " A3

< olu =1+ 1rl+zz+ 2i1+zz+ 3t

» On exprime les x* en termes de u, 7,z

u]
]
I
w
i
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7’/2 — (xll)Z + (x/2)2 + (xl3)2
+z rz—z 1-2z\?
— A1 o Al Z Al . Al
( o(u—1) + iz T2z T 11z
+z rz—z 1—2z\2
A2o(it — 1) + N2y r— AZ,” A2
< olu =1+ 1rlﬁ—zz+ 2i1+zi+ 37 +zz

1

zZ+2z rz—z 1—2z\?
+A324 3

1+ zz i11+2zz

(A3 (u—r)+ A3qr

» On exprime les x* en termes de u, 7,z

u]
]
I
w
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Exemple : calcul de ' enfctder

7’/2 — (xll)Z + (x/2)2 + (xl3)2
+z rz—z 1-2z\?
— A1 o Al Z Al . Al
( o(u—1) + iz T2z T 11z
+z rz—z 1—2z\2
A2o(it — 1) + N2y r— AZ,” A2
< olu =1+ 1rl{—zz+ 2i1+zi+ 37 +zz

1

zZ+2z rz—z 1—2z\?
+A324 3

1+ zz i11+2zz

(A3 (u—r)+ A3qr

» On exprime les x* en termes de u, 7,z
» On prend la limite r — +o0

u]
]
I
w
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Exemple : calcul de ' enfctder

7’/2 _ (xll)Z + (xIZ)Z + (x/3)2
24z a1 TZ-% 1 1—zz>2

12

1+zz+ 21'1—5—.22+ 7
_ _ -\ 2
+(A20r+A21rZ+Z 22T e 1—zz>
1

( Alor—i- A111”

2il+zz 1-+2zz
z+z rz—2z 1—2z\?

A3gr + A3y A3y- A3
< or 11+zz+ 211+ZZ+ 112z

» On exprime les x* en termes de u, 7,z
» On prend la limite r — +o0

u]

]
I
w
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Exemple : calcul de ' enfctder

7’/2 _ (xll)Z + (x/2>2 + (x/3)2
24z a1 TZ-% 1 1—zz>2

1+zz+ 21'1—5—.22+ 7
_ _ -\ 2
+(A20r+A21rZ+Z 22T e 1—zz>
1

~ ( Alor + Alyr—

2i1+zz 1-+2zz
z+z rz—2z 1—2z\?

A3gr + A3y A3y- A3
( or 11+zz+ 211+ZZ+ 112z

» On exprime les x* en termes de u, 7,z
» On prend la limite r — +o00 ~» pas de dépendance en u !

u]

]
I
w

i
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TSF. DE LORENTZ SUR LA SPHERE CELESTE

Exemple : calcul de ' enfctder

2= ()2 ()2 4 (FO)2
- < AlOHAllHizZz +A12§1Z+_zzz+ 13rilz>2
+ (A20V+A21r12+2 22%124:52 +Az371 12)2
( A307+A317’1 -:zzz +A32§1Z_;52 + A% 1—12)2

» On exprime les x* en termes de u, 7,z
» On prend la limite r — +o00 ~» pas de dépendance en u !
» Onprend A € L,

u]

]
I
w

i
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Exemple : calcul de ' enfctder

7’/2 _ (xll)Z + (x/2)2 + (x/3)2
24z a1 TZ-% 1 1—zz>2

1+zz+ 21’1—5—.22+ 3'1/1
_ _ N2
+(A20r+A21rZ+Z 22T e 1—zz>
1

~ < Alor + Alyr—

2i1+zz 1-+2zz
z+z rz—2z 1—2z\?

A3pr 4+ A3 A3, A3
( or 17/14—zz+ 2i1+zi+ vz

» On exprime les x* en termes de u, 7,z
» On prend la limite r — +o00 ~» pas de dépendance en u !
» On prend A € L, et on récrit tout en termes de a, b, ¢, d

[m] = = =
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;1 [((ac+bd+ac+bd)
—(ad+bc+aEl+bc)(z+z) (ad — bc — ad + be) (z — 2)
+(ac — bd + ac — bd)(1 — zz))
—((ac + bd — ac — bd) — (ad + bc — ad — bc)(z + z)
+(ad — be + ad — be)(z — z)

(

+

(ac — bd — ac + bd)(1 — zz))

((af? + [bf* e ~ a1 + 22
—(ab — cd 4 ab — ¢d)(z + 2)

—(ab —cd —ab +¢d)(z — 2)

(= b~ [ef + ) - 22))]

+

] = =
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. ;1 [ (@ + ba -+ ac + ba)
—(d+bc+a5[+bc)z+z) (ad — bc — ad + be) (z — 2)
+(ac — bd + ac — bd)(1 —zz))

+(ad — bc + ad — be) Z)

(ac — bd — ac + bd) —zz))

((Jal? + b2 — Ief? — a1 +22)

—(ab — cd + @b — &d)(z + 2)

—(ab —cd —ab +¢d)(z — 2)

(a2 = o~ e+ P - 22))7] + o)

a (

ac (

—((ac + bd — ac — bd) — (ad + bc — ad — b¢)(z + 2)
(z—
(1

+ o+
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» A suivre...
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abstract sphere
of past null
directions

(Penrose, Rindler : “Spinors and space-time”, C.U.P,, 1984)
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