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INTRODUCTION

Relativité restreinte

I Groupe de Lorentz (agit sur R4)
∼= Groupe des tsf. conformes de la sphère S2

I Sens géométrique
action du groupe de Lorentz sur la sphère céleste.
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PRINCIPES DE LA RELATIVITÉ RESTREINTE

Espace-temps

I Evénements
I Observateurs systèmes de coordonnées, “référentiels”
I Coord. d’espace : repère orthonormé x, y, z = x1, x2, x3

I Coord. de temps : horloge

c

t

= x0

(c = 3× 108 km/s)

Un événement est repéré par 4 coordonnées
(x0, x1, x2, x3) ≡ (xµ)

I Dépend de l’observateur !
I Coordonnées (x′µ)

I Relation entre (x′µ) et (xµ) ?
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PRINCIPES DE LA RELATIVITÉ RESTREINTE

Principe d’inertie :
“En l’absence de forces, un corps se meut en M.R.U.”
I Pas vrai dans tous les référentiels !
I Définition : les référentiels inertiels sont ceux où le

principe d’inertie est vrai.

1. Principe de relativité :
“Les lois de la physique prennent la même forme dans tout
référentiel inertiel.”

2. Invariance de la vitesse de la lumière :
“La vitesse de la lumière dans le vide est isotrope et prend la
même valeur c dans tout référentiel inertiel.”
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DÉFINITION DU GROUPE DE LORENTZ

A et B référentiels inertiels

⇒

+ Invariance de la vitesse de la lumière
 Conditions sur Λ ?

η ≡


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


I Condition : Λt · η · Λ = η

I Définition : Le Groupe de Lorentz est

L ≡
{

Λ ∈M(4,R)
∣∣ΛtηΛ = η

}
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EXEMPLES DE TRANSFORMATIONS DE LORENTZ

1. Rotation

(d’angle θ autour de l’axe x3 = z) :

ct′ = ct
x′ = x cos θ + y sin θ
y′ = −x sin θ + y cos θ
z′ = z

I Forme matricielle :

Λ =


1 0 0 0
0 cos θ sin θ 0
0 − sin θ cos θ 0
0 0 0 1





Le groupe de Lorentz L’isomorphisme (∗) Tsf. conformes de la sphère Sphère céleste Pour aller plus loin

EXEMPLES DE TRANSFORMATIONS DE LORENTZ

1. Rotation (d’angle θ autour de l’axe x3 = z) :



ct′ = ct
x′ = x cos θ + y sin θ
y′ = −x sin θ + y cos θ
z′ = z

I Forme matricielle :

Λ =


1 0 0 0
0 cos θ sin θ 0
0 − sin θ cos θ 0
0 0 0 1





Le groupe de Lorentz L’isomorphisme (∗) Tsf. conformes de la sphère Sphère céleste Pour aller plus loin

EXEMPLES DE TRANSFORMATIONS DE LORENTZ

1. Rotation (d’angle θ autour de l’axe x3 = z) :
ct′ = ct

x′ = x cos θ + y sin θ
y′ = −x sin θ + y cos θ

z′ = z

I Forme matricielle :

Λ =


1 0 0 0
0 cos θ sin θ 0
0 − sin θ cos θ 0
0 0 0 1
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EXEMPLES DE TRANSFORMATIONS DE LORENTZ

2. Boost

(de vitesse v dans la direction x3 = z) :


ct′ = ct coshχ− z sinhχ
x′ = x
y′ = y
z′ = −ct sinhχ+ z coshχ

v/c ≡ tanhχ

I Forme matricielle :

Λ =


coshχ 0 0 − sinhχ

0 1 0 0
0 0 1 0

− sinhχ 0 0 coshχ
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2. L’isomorphisme (∗) :

Lco
∼= SL (2,C) /Z2
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RAPPEL DE THÉORIE DES GROUPES

f :

G

→

H

homomorphisme f (g · g′) = f (g) · f (g′)

I Lemme : Im( f ) ∼= G/Ker( f )

Preuve : L’application

f̃ : G/Ker( f )→ Im( f ) : [ g] 7→ f (g)

est un isomorphisme. �

I Application : Lco ∼= SL (2,C) /Z2.
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UN HOMOMORPHISME SL (2,C)→ L

H(2,C) ≡ {X ∈

M(2,C)

= X}

I X =

(
x0 + x3 −x1 − ix2

−x1 + ix2 x0 − x3

)

≡ xµσµ

I Espace vectoriel réel de dimension 4 ∼= R4

σ0 =

(
1 0
0 1

)
, σ1 =

(
0 −1
−1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
I Observation :

det(X) = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 =
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UN HOMOMORPHISME SL (2,C)→ L

H(2,C) ≡
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UN HOMOMORPHISME SL (2,C)→ L

SL (2,C) ≡ {S ∈M(2,C) |det(S) = 1}

Action de S ∈ SL (2,C) sur H(2,C) :

X 7→ X′ = SXS†

I La tsf. X 7→ X′ est linéaire : S(X + Y)S† = SXS† + SYS†
I On définit

f : SL (2,C) →M(4,R) : S 7→ f (S), SxµσµS† ≡ [ f (S)]µνxνσµ

I f est un homomorphisme :
(ST)X(ST)† = S

(
TXT†

)
S† ⇒ f (S · T) = f (S) · f (T)

I Observation : det(X′) = det
(
SXS†

)
= det (X) = −xt · η · x

⇒ f (S) ∈ L !
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S ∈ Ker( f ) ⇔ SXS† = X pour tout X ⇒ S = ±I �

I Lemme 2 : Im( f ) = Lco

Preuve :
f continue⇒ Im( f ) ⊆ Groupe de Lorentz connexe = Lco.
Surjectivité de f sur Lco : subtil... �
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ād + b̄c
}

Im
{
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Im
{

ab̄ + cd̄
} 1

2

(
|a|2 − |b|2 + |c|2 − |d|2

)
−Im

{
ad̄− bc̄

}
−Re

{
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ād + b̄c
}

Im
{
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āc− b̄d
}

Im
{

ab̄− cd̄
} 1

2

(
|a|2 − |b|2 − |c|2 + |d|2

)




Le groupe de Lorentz L’isomorphisme (∗) Tsf. conformes de la sphère Sphère céleste Pour aller plus loin

DEUX EXEMPLES

1. Rotation (d’angle θ autour de l’axe x3 = z) :

f (S) =


1 0 0 0
0 cos θ sin θ 0
0 − sin θ cos θ 0
0 0 0 1

  S = ±
(

e iθ/2 0
0 e−iθ/2

)

2. Boost (de vitesse v dans la direction x3 = z) :

f (S) =


coshχ 0 0 − sinhχ

0 1 0 0
0 0 1 0

− sinhχ 0 0 coshχ



 S = ±
(

e−χ/2 0
0 eχ/2

)

(χ ≡ argtanh(v/c))
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3. Transformations conformes de
la sphère

A. Préliminaires géométriques

B. Transformations conformes du plan

C. Transformations conformes de la sphère
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PRÉLIMINAIRES GÉOMÉTRIQUES

VariétéM

= espace localement ' Rn

I Exemples :M = Rn, sphère Sn

I Tout point p surM admet un espace de vecteurs tangents.

Métrique g sur une variétéM = produit scalaire sur l’espace
tangent en tout point.
I Application g : (p

, v,w) 7→ gp(v,w) ∈ R

↙

↓ ↘

point deM

vecteurs en p p.s. de v et w
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Métrique g surM

I Norme (au carré) d’un vecteur v en p : ‖v‖2 ≡ gp(v, v)

I Angle θ entre deux vecteurs v, w en p :

cos θ ≡
gp(v,w)

‖v‖ · ‖w‖

Observation : métrique 1 ∝métrique 2⇒mêmes angles.

Preuve :

∀ fonction Ω > 0 surM,

cos θ ≡ =
Ω(p)gp(v,w)√

Ω(p)gp(v, v)Ω(p)gp(w,w)
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PRÉLIMINAIRES GÉOMÉTRIQUES

Difféomorphismes deM

I Bijections lisses φ :M→M, mais affectent la métrique !

( g φ7−→ g′)
I Définition : Une transformation conforme de (M, g) est

un difféomorphisme deM qui préserve les angles.
I Métrique transformée ∝métrique d’origine :

g′

p

= Ω

(p)

· g

p ∀ p ∈M
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TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

R2 ∼= C
I Coordonnée complexe z = x + iy

I Métrique euclidienne g = dx2 + dy2 = dzdz̄

Difféo. φ : C→ C : z 7→ Z

(z, z̄)

I Tsf. conforme ( g′ ∝ g) Conditions sur Z ?

Métrique transformée g′ ?

z φ7−→ Z ⇒ gz = dzdz̄ φ7−→ g′z = dZdZ̄
∣∣
z
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I ∂Z
∂z̄ = 0 ou ∂Z

∂z = 0

I Z(z, z̄) = Z(z)

Mais z 7→ Z(z) doit être un difféomorphisme de C !
I Z(z) doit être régulière =⇒ Z(z) = A + Bz + Cz2 + Dz3 + · · ·
I Z(z) doit être injective =⇒ Z(z) = az + b

(a 6= 0)

I Z(z) doit être surjective
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I Z(z, z̄) = Z(z)

Mais z 7→ Z(z) doit être un difféomorphisme de C !
I Z(z) doit être régulière =⇒ Z(z) = A + Bz + Cz2 + Dz3 + · · ·

I Z(z) doit être injective =⇒ Z(z) = az + b

(a 6= 0)

I Z(z) doit être surjective
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Le groupe de Lorentz L’isomorphisme (∗) Tsf. conformes de la sphère Sphère céleste Pour aller plus loin

TRANSFORMATIONS CONFORMES DU PLAN

Conclusion :

Transformations conformes de R2 = C,

avec métrique g = dzdz̄ :

z 7→ Z(z) = az + b a, b ∈ C, a 6= 0.

I Translations z 7→ z + b
I Rotations z 7→ e iθz
I Dilatations z 7→ e−χz

Remarque : métrique non-euclidienne g = Ω(z, z̄)dzdz̄
I Mêmes transformations conformes !
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Le groupe de Lorentz L’isomorphisme (∗) Tsf. conformes de la sphère Sphère céleste Pour aller plus loin

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHÈRE

S2 =
{

(x1, x2, x3) ∈ R3
∣∣∣x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1
}

On aimerait utiliser ce qu’on connaît sur le plan...

I Coordonnées stéréographiques sur la sphère :

z ≡ x1 + ix2

1 + x3

(Projection depuis le pôle Sud)
I Sphère ∼= Plan ∪{point} ↓

“z =∞” (pôle Sud)
I Métrique sur S2 en termes de la métrique sur C ?
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TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHÈRE

Métrique sur S2

⊂ R3 :

g =
(

dx2
1 + dx2

2 + dx2
3

) ∣∣∣
x2

1+x2
2+x2

3=1

z ≡ x1 + ix2
1 + x3

I Observation :

dzdz̄ =
1

(1 + x3)2

(
dx2

1 + dx2
2 + dx2

3

)∣∣∣
x2

1+x2
2+x2

3=1

I g = (1 + x3)2 dzdz̄ ∝ dzdz̄ !!!
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Le groupe de Lorentz L’isomorphisme (∗) Tsf. conformes de la sphère Sphère céleste Pour aller plus loin

TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHÈRE

gsphère ∝ dzdz̄

I Même traitement que pour le plan

... ou presque.

I Toute application z 7→ Z(z) est, localement, une tsf.
conforme de S2 !

La fct z 7→ Z(z) doit être un difféomorphisme de C ∪ {∞}
I Z(z) doit être régulière sur la sphère

=⇒ Z(z) = A + Bz + Cz2 + · · ·
A′ + B′z + C′z2 + · · ·

I Z(z) doit être injective sur la sphère
=⇒ Z(z) = az + b

cz + d
I Z(z) doit être surjective sur la sphère

=⇒ det
(

a b
c d

)
6= 0
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TRANSFORMATIONS CONFORMES DE LA SPHÈRE

Conclusion : Toute tsf. conforme de la sphère peut s’écrire

z 7→ Z(z) =
az + b
cz + d

avec det
(

a b
c d

)
6= 0.

Remarque :(
a b
c d

)
∝
(

a′ b′

c′ d′

)
 mêmes transformations

I On peut supposer (S.P.D.G.) det
(

a b
c d

)
= 1

et le signe ne joue pas.
I Le groupe des transformations conformes de S2 est

SL (2,C) /Z2
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céleste

Lco

∼= SL (2,C) /Z2
↙ ↘

x 7→ Λ · x dans R4 ?←→ Tsf. conformes de S2
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Le groupe de Lorentz L’isomorphisme (∗) Tsf. conformes de la sphère Sphère céleste Pour aller plus loin

NOTION DE SPHÈRE CÉLESTE

Espace-temps = R4

I Coordonnées spatiales x1, x2, x3

I Passage en coordonnées stéréographiques :

r ≡
√

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2

z ≡ x1 + ix2

r + x3

I Nouvelles coordonnées spatiales r, z

Mais jusque-là on n’a pas touché au temps...
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Le groupe de Lorentz L’isomorphisme (∗) Tsf. conformes de la sphère Sphère céleste Pour aller plus loin

NOTION DE SPHÈRE CÉLESTE

Rayon lumineux se propage à vitesse c

I Rayon “radial” : r = r0 ± ct, z = cst
I On définit le “temps avancé”

u ≡ ct + r

I Coordonnées de Bondi : u, r, z
I Un rayon radial arrivant vers l’origine satisfait u = cst

Définition : La sphère céleste au temps u est la sphère située en
r→ +∞, u = cst.
I C’est la “sphère des directions vers lesquelles on regarde”.
I Action du groupe de Lorentz sur ces directions ?
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Le groupe de Lorentz L’isomorphisme (∗) Tsf. conformes de la sphère Sphère céleste Pour aller plus loin

TSF. DE LORENTZ SUR LA SPHÈRE CÉLESTE

Tsf. de Lorentz x 7→ x′ = Λ · x (référentiels inertiels)

I Comment traduire x′ = Λ · x en coordonnées (u, r, z) ?
I Relation entre (u′, r′, z′) et (u, r, z) :

(r′)2 = (x′1)2 + (x′2)2 + (x′3)2

u′ = ct′ + r′

z′ =
x′1 + ix′2

r′ + x′3

I Relations non-linéaires Compliqué...
I Mais on veut la limite r→ +∞, u =cst Simplifications !
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(

Λ3
0x0 + Λ3
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2x2 + Λ3

3x3
)2

I On exprime les xµ en termes de u, r, z

I On prend la limite r→ +∞ pas de dépendance en u !
I On prend Λ ∈ Lco et on récrit tout en termes de a, b, c, d
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I On exprime les xµ en termes de u, r, z
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I On exprime les xµ en termes de u, r, z
I On prend la limite r→ +∞

 pas de dépendance en u !
I On prend Λ ∈ Lco et on récrit tout en termes de a, b, c, d
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I On exprime les xµ en termes de u, r, z
I On prend la limite r→ +∞

 pas de dépendance en u !
I On prend Λ ∈ Lco et on récrit tout en termes de a, b, c, d
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I On exprime les xµ en termes de u, r, z
I On prend la limite r→ +∞ pas de dépendance en u !

I On prend Λ ∈ Lco et on récrit tout en termes de a, b, c, d
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I On exprime les xµ en termes de u, r, z
I On prend la limite r→ +∞ pas de dépendance en u !
I On prend Λ ∈ Lco

et on récrit tout en termes de a, b, c, d



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme (∗) Tsf. conformes de la sphère Sphère céleste Pour aller plus loin

TSF. DE LORENTZ SUR LA SPHÈRE CÉLESTE

Exemple : calcul de r′ en fct de r

r′2 = (x′1)2 + (x′2)2 + (x′3)2

'
(
− Λ1

0r + Λ1
1r

z + z̄
1 + zz̄

+ Λ1
2

r
i

z− z̄
1 + zz̄

+ Λ1
3r

1− zz̄
1 + zz̄

)2

+

(
− Λ2

0r + Λ2
1r

z + z̄
1 + zz̄

+ Λ2
2

r
i

z− z̄
1 + zz̄

+ Λ2
3r

1− zz̄
1 + zz̄

)2

+

(
− Λ3

0r + Λ3
1r

z + z̄
1 + zz̄

+ Λ3
2

r
i

z− z̄
1 + zz̄

+ Λ3
3r

1− zz̄
1 + zz̄

)2

I On exprime les xµ en termes de u, r, z
I On prend la limite r→ +∞ pas de dépendance en u !
I On prend Λ ∈ Lco et on récrit tout en termes de a, b, c, d



Le groupe de Lorentz L’isomorphisme (∗) Tsf. conformes de la sphère Sphère céleste Pour aller plus loin

TSF. DE LORENTZ SUR LA SPHÈRE CÉLESTE

r′ ' 1
2

r
1 + zz̄

[(
(āc + b̄d + ac̄ + bd̄)

−(ād + b̄c + ad̄ + bc̄)(z + z̄)− (ad̄− bc̄− ād + b̄c)(z− z̄)

+(āc− b̄d + āc− bd̄)(1− zz̄)
)2

−
(
(āc + b̄d− ac̄− bd̄)− (ād + b̄c− ad̄− bc̄)(z + z̄)

+(ad̄− bc̄ + ād− b̄c)(z− z̄)

+(āc− b̄d− ac̄ + bd̄)(1− zz̄)
)2

+
(
(|a|2 + |b|2 − |c|2 − |d|2)(1 + zz̄)

−(ab̄− cd̄ + āb− c̄d)(z + z̄)

−(ab̄− cd̄− āb + c̄d)(z− z̄)

+(|a|2 − |b|2 − |c|2 + |d|2)(1− zz̄)
)2
]1/2

+O(1)
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r′ =
1
2

r
1 + zz̄

[(
(āc + b̄d + ac̄ + bd̄)

−(ād + b̄c + ad̄ + bc̄)(z + z̄)− (ad̄− bc̄− ād + b̄c)(z− z̄)

+(āc− b̄d + āc− bd̄)(1− zz̄)
)2

−
(
(āc + b̄d− ac̄− bd̄)− (ād + b̄c− ad̄− bc̄)(z + z̄)

+(ad̄− bc̄ + ād− b̄c)(z− z̄)

+(āc− b̄d− ac̄ + bd̄)(1− zz̄)
)2

+
(
(|a|2 + |b|2 − |c|2 − |d|2)(1 + zz̄)

−(ab̄− cd̄ + āb− c̄d)(z + z̄)

−(ab̄− cd̄− āb + c̄d)(z− z̄)

+(|a|2 − |b|2 − |c|2 + |d|2)(1− zz̄)
)2
]1/2

+O(1)
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r′ = r · |az + b|2 + |cz + d|2

1 + zz̄
+O(1)

z′ =
az + b
cz + d

+O(1/r)

I Tsf. de Lorentz = Tsf. conformes sur la sphère céleste !

Exemples
I Rotation (autour de l’axe x3) :(

a b
c d

)
=

(
e iθ/2 0

0 e−iθ/2

)
 z′ = e iθz

I Boost (de vitesse v = c tanh(χ) dans la direction x3) :(
a b
c d

)
=

(
e−χ/2 0

0 eχ/2

)
 z′ = e−χz
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I Définition : une théorie conforme des champs

(CFT)

surM est une théorie des champs invariante sous
transformations conformes deM
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(Penrose, Rindler : “Spinors and space-time”, C.U.P., 1984)
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