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Moyenne, médiane, quantiles

Soit X une variable aléatoire, à valeurs dans R.

Sa distribution est décrite par

F ∶ R → [0,1]
x ↦ F(x) = P[X ≤ x],

ou (si P ne charge aucun ensemble de mesure Lebesgue nulle) par

f ∶ R → R+

x ↦ f (x),

qui est telle que P[X ∈ B] = ∫B f (x)dx .

Clairement, ∫
∞
−∞ f (x)dx = 1 et f ≥ 0.
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Moyenne, médiane, quantiles

f (x) = 1√
2π

exp(−x2/2).
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Soit X une variable aléatoire, à valeurs dans R.

Sa distribution est décrite par

F ∶ R → R
x ↦ F(x) = P[X ≤ x],

ou (si P ne charge aucun ensemble de mesure Lebesgue nulle) par

f ∶ R → R
x ↦ f (x),

qui est telle que P[X ∈ B] = ∫B f (x)dx .

Si on observe X1, . . . ,Xn indépendantes et de loi F , f , on peut considérer

F̂n ∶ R → [0,1]

x ↦ F̂n(x) = 1
n

n

∑
i=1

I[Xi ≤ x],

où I[A] est la fonction indicatrice de A.
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X1 . . . ,Xn indépendants N (200,50).
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Moyenne, médiane, quantiles

On s’intéresse souvent à des fonctionnelles du type

T ∶ F → R
F ↦ T (F),

qui vont chercher, dans F , la caractéristique de F à laquelle on s’intéresse.

Exemples :

Il est bien connu que la fonctionnelle "moyenne"

TE(F) = ∫
∞

−∞
x dF(x) = ∫

∞

−∞
x f (x)dx = E[X ]

est une mesure de position, et que la fonctionnelle "variance"

TVar(F) = ∫
∞

−∞
(x − TE(F))2 dF(x) = ∫

∞

−∞
(x − TE(F))2 f (x)dx = Var[X ]

est une mesure de dispersion. D’autres types de fonctionnelles mesurent l’asymé-
trie, le "poids des queues", ...
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Moyenne, médiane, quantiles

Un estimateur de T (F), fondé sur nos observations X1, . . . ,Xn, peut naturellement
être obtenu en considérant T (F̂n).

Exemples :

La "moyenne empirique"

TE(F̂n) = ∫
∞

−∞
x dF̂n(x) =

1
n

n

∑
i=1

Xi
not= X̄

et la "variance empirique"

TVar(F̂n) = ∫
∞

−∞
(x − TE(F̂n))2 dFn(x) = 1

n

n

∑
i=1

(Xi − X̄)2 not= s2
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Moyenne, médiane, quantiles

Considérons les M-fonctionnelles, qui sont du type T (F) = arg mina∈R Sa(F).

Exemple : TL2(F) = arg mina∈R E[(X − a)2], pour laquelle on a

E[(X − a)2] = ∫
∞

−∞
(x − a)2 dF(x)

= ∫
∞

−∞
(x − a)2f (x)dx

= ∫
∞

−∞
(x2 + a2 − 2ax) f (x)dx

= ∫
∞

−∞
x2 f (x)dx + a2

∫
∞

−∞
f (x)dx − 2a∫

∞

−∞
x f (x)dx

= Constante + a2 − 2a E[X ] ↝ dérivée ∶ 2(a − E[X ]).

Théorème

TL2(F) = E[X ].
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Autre exemple : TL1(F) = arg mina∈R E[∣X − a∣], où
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Moyenne, médiane, quantiles

Autre exemple : TL1,τ (F) = arg mina∈R E[ρτ(X−a)], où ρ(z) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(1 − τ)∣z ∣ si z < 0

τ ∣z ∣ si z ≥ 0.
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Moyenne, médiane, quantiles

E[ρτ(X − a)] = ∫
∞

−∞
ρτ(x − a)f (x)dx

= ∫
a

−∞
ρτ(x − a)f (x)dx + ∫

∞

a
ρτ(x − a)f (x)dx

= (1 − τ)∫
a

−∞
(a − x)f (x)dx + τ ∫

∞

a
(x − a)f (x)dx
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Moyenne, médiane, quantiles

La dérivée de

E[ρτ(X − a)] = ∫
∞

−∞
ρτ(x − a)f (x)dx

= ∫
a

−∞
ρτ(x − a)f (x)dx + ∫

∞

a
ρτ(x − a)f (x)dx

= (1 − τ)∫
a

−∞
(a − x)f (x)dx + τ ∫

∞

a
(x − a)f (x)dx

en a vaut

(1 − τ)∫
a

−∞
(1) × f (x)dx + 0 + τ ∫

∞

a
(−1) × f (x)dx − 0

= (1 − τ)P[X ≤ a] − τP[X ≥ a] = (1 − τ)P[X ≤ a] − τ(1 − P[X ≤ a])

= P[X ≤ a] − τ = F(a) − τ.
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La dérivée de

E[ρτ(X − a)] = ∫
∞

−∞
ρτ(x − a)f (x)dx

= ∫
a

−∞
ρτ(x − a)f (x)dx + ∫

∞

a
ρτ(x − a)f (x)dx

= (1 − τ)∫
a

−∞
(a − x)f (x)dx + τ ∫

∞

a
(x − a)f (x)dx

en a vaut

(1 − τ)∫
a

−∞
(1) × f (x)dx + 0 + τ ∫

∞

a
(−1) × f (x)dx − 0

= (1 − τ)P[X ≤ a] − τP[X ≥ a] = (1 − τ)P[X ≤ a] − τ(1 − P[X ≤ a])

= P[X ≤ a] − τ = F(a) − τ.

Théorème

TL1,τ (F) = F−1(τ), le quantile d’ordre τ .
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Moyenne, médiane, quantiles

Donc, on a vu que
arg min E[∣x − a∣2] = E[X ]

arg min E[∣x − a∣] = Med[X ]

De même, en remplaçant F par Fn,

arg min
1
n

n

∑
i=1

∣Xi − a∣2 = X̄

arg min
1
n

n

∑
i=1

∣Xi − a∣ = Med[X1, . . . ,Xn]

Si f est une fonction paire, Med[X ] = E[X ], et X̄ ≠ Med[X1, . . . ,Xn] sont deux esti-
mateurs de la même quantité.

Lequel choisir ?
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f (x) = 1√
2π

exp(−x2/2)

-4 -2 0 2 4

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

x

f(x
) 

Partie 1 - page 12



Moyenne, médiane, quantiles

104 échantillons (indépendants) de type X1, . . . ,Xn i.i.d. f (x) = 1√
2π

exp(−x2/2)
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f (x) = 6
√

3
π

(3 + x2)−2
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104 échantillons (indépendants) de type X1, . . . ,Xn i.i.d. f (x) = 6
√

3
π

(3 + x2)−2
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Quand tout va bien, la précision, c’est important...

Mais quand tout ne va pas si bien...
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104 échantillons (indépendants) de type X1, . . . ,Xn−1 i.i.d. f (x) = 1√
2π

exp(−x2/2)...
Et Xn = 15.
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Moyenne, médiane, quantiles

Ceci suggère que la médiane soit une "bonne" fonctionnelle

comparable à la moyenne en termes d’efficacité

bien meilleure que la moyenne en termes de robustesse

Les autres quantiles héritent des qualités de robustesse de la médiane
(parce que ce sont aussi des quantités de type L1).

Au delà de ça, le concept de quantile joue un rôle crucial en statistique inférentielle.
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Moyenne, médiane, quantiles

Question d’inférence statistique :

{ H0 ∶ il n’est pas dopé
H1 ∶ il est dopé

↝ on va pour H1 si et seulement si xFr > F−1(τ)
(τ grand choisi par l’organisme de contrôle).
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Moyenne, médiane, quantiles

Les quantiles sont aussi importants pour détecter des individus "à risque"...
Exemple : le surpoids chez les enfants.

Mais dans cet exemple, il est naturel d’utiliser une extension du concept de quantile.
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Extension à la régression

Soit (X ,Y ) un vecteur aléatoire, où

Y est la variable d’intérêt (le poids ?)

X est une variable "explicative" (l’âge ?)

Supposons qu’on dispose d’observations indépendantes (Xi ,Yi), i = 1, . . . ,n.
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n = 1000 observations suivant Y = (7 + 2.6X) + ε
X ∼ U([2,8]) ⊥⊥ ε ∼ N (0,1)
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Extension à la régression

Le pain quotidien : considérer la droite y = â + b̂x des moindres carrés, où

(â, b̂) = arg min
(a,b)

1
n

n

∑
i=1

(Yi − a − bXi)2.
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Le pain quotidien : considérer la droite y = â + b̂x des moindres carrés, où

(â, b̂) = arg min
(a,b)

1
n

n

∑
i=1

(Yi − a − bXi)2.

La droite estime y = aL2 + bL2 x , où

(aL2 ,bL2) = arg min
(a,b)

E[(Y − a − bX)2].

Si le modèle sous-jacent est de la forme Y = aL2 + bL2 X + ε pour une certaine
variable ε de moyenne nulle et indépendante de X , on a, comme ci-dessus, que

aL2 + bL2 x = E[Y ∣X = x].

On conclut que la droite des moindres carrés estime la droite

y = E[Y ∣X = x].
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Extension à la régression

Dans un souci de robustesse, on pourrait plutôt s’intéresser à la droite

y = Med[Y ∣X = x].

Au vu de ce que nous avons vu, on peut deviner que cette droite est donnée par

y = aL1 + bL1 x , où (aL1 ,bL1) = arg min
(a,b)

E[∣Y − a − bX ∣].

Au niveau échantillon, ceci mène à la droite des "moindres valeurs absolues"

y = â + b̂x , où (â, b̂) = arg min
(a,b)

1
n

n

∑
i=1

∣Yi − a − bXi ∣.
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Extension à la régression

Pour obtenir une mesure de risque, on considère alors

y = quantileτ [Y ∣X = x].

Au vu de ce que nous avons vu, on peut deviner que cette droite est donnée par

y = aL1,τ + bL1,τ x , où (aL1,τ ,bL1,τ ) = arg min
(a,b)

E[ρτ(Y − a − bX)].

Au niveau échantillon, ceci mène à la droite

y = â + b̂x , où (â, b̂) = arg min
(a,b)

1
n

n

∑
i=1

ρτ(Yi − a − bXi).
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Extension à la régression
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Plan de la partie 1

1 Quantiles

Moyenne, médiane, quantiles

Extension à la régression

Extension à la position multivariée
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Extension à la position multivariée

Au vu des courbes de croissance, le but ultime est de développer un concept de
quantile pour le modèle de régression à réponse multivariée où le vecteur (X ,Y)
comprend

une variable explicative X

un d-vecteur de variables d’intérêt Y ∶= (Y1, . . . ,Yd).

La difficulté principale :

Même dans le cas de la position (><regression), il n’y a pas de concept canonique
de quantile.
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Extension à la position multivariée
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Extension à la position multivariée
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Extension à la position multivariée
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Extension à la position multivariée

Comment définir une médiane / un quantile pour Y ∶= (Y1, . . . ,Yd)?

L’idée la plus naturelle consiste à prendre la médiane / le quantile composante par
composante.

Cette idée souffre de nombreux défauts, le plus important étant le manque d’équi-
variance sous transformation affine.
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Extension à la position multivariée

Ici, nous allons considérer un concept de quantile directionnel.

Pourquoi ?

Parce que c’est déjà comme ça pour d = 1 !
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Extension à la position multivariée

Ici, nous allons considérer un concept de quantile directionnel.

Pour

un "ordre" τ ∈ (0,1),

une direction u ∈ Sd−1 = {u ∈ Rd ∶ ∥u∥ = 1},

nous définissons la droite (τu)-quantile

πτu (π(n)τu au niveau échantillon)

comme la droite de regression τ -quantile obtenue quand u a été choisi comme axe
vertical (orienté).
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Extension à la position multivariée

En formules (pour le cas d = 2) :

Soit u⊥ ∈ Sd−1 orthogonal à u. On peut alors décomposer y en

y = (y′u⊥)u⊥ + (y′u)u

(≈ (x , y) = x(1,0) + y(0,1)).

↝ πτu est la droite d’équation

y′u = aτu + bτu(y′u⊥)

(y = aL1,τ + bL1,τ x)

où aτu,bτu sont donnés par

(aτu,bτu) = arg min
(a,b)

E[ρτ(Y′u − a − b(Y′u⊥))]

(aL1,τ ,bL1,τ ) = arg min
(a,b)

E[ρτ(Y − a − bX)]).
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Extension à la position multivariée

Nous définissons la droite (τu)-quantile π(n)τu comme la droite de regression τ -quantile
obtenue quand u a été choisi comme axe vertical (orienté).

τ = .1

u = (0
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Extension à la position multivariée

Conditions de premier ordre :

(aτu,bτu) = arg min
(a,b)

E[ρτ(Y′u − a − b(Y′u⊥))]

où ρ(z) = z(τ − I[z < 0]) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(1 − τ)∣z ∣ si z < 0

τ ∣z ∣ si z ≥ 0.

⇒ ∂

∂a
E[ρτ(Y′u−a−b(Y′u⊥))] = ∂

∂a
E[{Y′u−a−b(Y′u⊥)}(τ−I[Y′u−a−b(Y′u⊥) < 0])]

= E[(−1) × (τ − I[Y′u − aτu − bτu(Y′u⊥) < 0])] = 0

⇒ τ = P[Y ∈ H(n)−τu ]
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Extension à la position multivariée

∂

∂b
E[ρτ(Y′u−a−b(Y′u⊥))] = ∂

∂b
E[{Y′u−a−b(Y′u⊥)}(τ−I[Y′u−a−b(Y′u⊥) < 0])]

= E[−(Y′u⊥) × (τ − I[Y′u − aτu − bτu(Y′u⊥) < 0])] = 0

⇒ τE[Y′u⊥] = E[(Y′u⊥)I[Y ∈ H(n)−τu ]]

⇒ τE[(Y′u⊥)I[Y ∈ H(n)−τu ]] + τE[(Y′u⊥)I[Y ∈ H(n)+τu ]] = E[(Y′u⊥)I[Y ∈ H(n)−τu ]]

⇒ τE[(Y′u⊥)I[Y ∈ H(n)+τu ]] = (1 − τ)E[(Y′u⊥)I[Y ∈ H(n)−τu ]]

⇒ 1
1 − τ

E[(Y′u⊥)I[Y ∈ H(n)+τu ]] = 1
τ

E[(Y′u⊥)I[Y ∈ H(n)−τu ]]

⇒ (u⊥)′
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1
1 − τ

E[Y I[Y ∈ H(n)+τu ]] − 1
τ

E[Y I[Y ∈ H(n)−τu ]]
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
= 0.
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Extension à la position multivariée

Nous définissons la droite (τu)-quantile π(n)τu comme la droite de regression τ -quantile
obtenue quand u a été choisi comme axe vertical (orienté).
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Extension à la position multivariée

Nous définissons la droite (τu)-quantile π(n)τu comme la droite de regression τ -quantile
obtenue quand u a été choisi comme axe vertical (orienté).

τ = .1, .2, .3
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Extension à la position multivariée

Nous définissons la droite (τu)-quantile π(n)τu comme la droite de regression τ -quantile
obtenue quand u a été choisi comme axe vertical (orienté).

τ = .1, .2, .3
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Extension à la position multivariée

La dépendance en u est importante.
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Extension à la position multivariée

La dépendance en u est importante.

τ = .1

u = ( 0
±1), (
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0 ), (±1/
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√
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Extension à la position multivariée

La dépendance en u est importante.

τ = .1

512 u équiespacés
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Extension à la position multivariée

La dépendance en u est importante.

τ = .1

512 u équiespacés
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Extension à la position multivariée

Si on note H(n)+τu le demi-espace "au dessus de" π(n)τu , nous pouvons obtenir, pour
chaque τ ∈ (0,1) fixé, une région centrale d’ordre τ en considérant

∩u∈Sd−1 H(n)+τu .

Ces régions sont importantes pour détecter les individus à risque.

Evidemment, il ne semble pas facile de calculer ces régions car l’intersection est
sur une infinité (non dénombrable) de directions u...
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Extension à la position multivariée

"Ça ressemble à l’alcool, c’est doré comme l’alcool. . . mais ce n’est pas de l’alcool"
(parfois, de façon éhontée, déformé en

"Ça a la couleur de l’alcool, le goût de l’alcool. . . mais ce n’est pas de l’alcool")
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Extension à la position multivariée

"Ça ressemble à une intersection sur une infinité dénombrable de u. . . mais ce n’est
pas une intersection sur une infinité dénombrable de u")
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Extension à la position multivariée
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Extension à la position multivariée

π
(n)
τu;proj, avec 512 u ∈ S1, τ = .1 (n = 500)
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Extension à la position multivariée

Pour seulement n = 15 observations :

π
(n)
τu , avec 512 u ∈ S1, τ = .1 (n = 15)
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Extension à la position multivariée

Pour seulement n = 15 observations :

π
(n)
τu;proj, avec 512 u ∈ S1, τ = .1 (n = 15)
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Extension à la position multivariée

On peut identifier les sauts du processus u ↦ H(n)+τu de façon efficace.

Donc ceci fournit un moyen efficace de calculer les régions
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Extension à la position multivariée

Quelques régions centrales pour n = 450 observations indépendantes de loi uni-
forme sur [−0.5,0.5]2 (gauche) ou avec des marginales t1 indépendantes (droite)
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Extension à la position multivariée

π
(n)
τu , avec u = {(±1,0,0)′, (0,±1,0)′, (0,0,±1)′}, τ = .1, et la région centrale qui en

résulte pour 50 observations indépendantes de loi uniforme sur [−.5, .5]3.
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Extension à la position multivariée

Au delà de d = 3, on ne peut plus faire de dessin, mais on a des indicatrices pour
dire si un point donné de Rd est ou n’est pas dans la région de centralité d’ordre τ ...
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Extension à la position multivariée

Ca l’air bien, les régions de centralité.

On va en regarder plus après la pause...
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Plan de la partie 2

2 Profondeur statistique

La profondeur de demi-espace

Un zoo de profondeurs

Classification, et extension locale de la profondeur
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La profondeur de demi-espace

Soit Cn = {y1, . . . ,yn}, yi ∈ Rd .

Une profondeur mesure la centralité d’un quelconque θθθ ∈ Rd par rapport à Cn

D( ⋅ ,Cn) ∶ Rd → [0,1]

θθθ ↦ D(θθθ,Cn)

Au plus grand D(θθθ,Cn), au plus central θθθ par rapport Cn.

La profondeur de demi-espace (1975)

D(θθθ,Cn) = min
u∈Sd−1

1
n

#{yi ∈ Hθθθ,u},

où Sd−1 = {u ∈ Rd ∶ ∥u∥ = 1} est la sphère unité dans Rd

Hθθθ,u = {y ∈ Rd ∶ u′(y − θθθ) ≥ 0} est le demi-espace H✓✓✓,u

u
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La profondeur de demi-espace
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La profondeur de demi-espace

La profondeur de demi-espace (1975)
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La profondeur de demi-espace
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La profondeur de demi-espace
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La profondeur de demi-espace

De Cn = {y1, . . . ,yn} à une mesure de probabilité arbitraire P :

Si P(n) = 1
n ∑

n
i=1 δyi désigne la mesure de probabilité empirique associée à Cn =

{y1, . . . ,yn}, on a

D(θθθ,Cn) = min
u∈Sd−1

1
n

#{yi ∈ Hθθθ,u}

= min
u∈Sd−1

P(n)[Hθθθ,u].

↝ Extension à une P arbitraire :

D(θθθ,P) = inf
u∈Sd−1

P[Hθθθ,u].
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La profondeur de demi-espace

Théorème

Soit P une mesure de proba. Alors θθθ → D(θθθ,P) est quasi-concave.

f ∶ Rd→R concave
def⇔∀θθθ1,θθθ2 ∈Rd ,∀λ ∈ (0,1), f ((1 − λ)θθθ1+λθθθ2)≥(1 − λ)f (θθθ1)+λf (θθθ2)

f ∶ Rd→R quasi-concave
def⇔∀θθθ1,θθθ2 ∈Rd,∀λ∈(0,1), f ((1 − λ)θθθ1+λθθθ2)≥min(f (θθθ1),f (θθθ2))
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La profondeur de demi-espace

On peut considérer les régions de profondeur Rτ(P) def= {θθθ ∈ Rd ∶ D(θθθ,P) ≥ τ}
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La profondeur de demi-espace

On peut considérer les régions de profondeur Rτ(P) def= {θθθ ∈ Rd ∶ D(θθθ,P) ≥ τ}
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La profondeur de demi-espace

On peut considérer les régions de profondeur Rτ(P) def= {θθθ ∈ Rd ∶ D(θθθ,P) ≥ τ}
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La profondeur de demi-espace
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La profondeur de demi-espace

On peut considérer les régions de profondeur Rτ(P) def= {θθθ ∈ Rd ∶ D(θθθ,P) ≥ τ}
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La profondeur de demi-espace

On peut considérer les régions de profondeur Rτ(P) def= {θθθ ∈ Rd ∶ D(θθθ,P) ≥ τ}
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La profondeur de demi-espace

On peut considérer les régions de profondeur Rτ(P) def= {θθθ ∈ Rd ∶ D(θθθ,P) ≥ τ}
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La profondeur de demi-espace

On peut considérer les régions de profondeur Rτ(P) def= {θθθ ∈ Rd ∶ D(θθθ,P) ≥ τ}
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La profondeur de demi-espace
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La profondeur de demi-espace

On peut considérer les régions de profondeur Rτ(P) def= {θθθ ∈ Rd ∶ D(θθθ,P) ≥ τ}
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La profondeur de demi-espace

On peut considérer les régions de profondeur Rτ(P) def= {θθθ ∈ Rd ∶ D(θθθ,P) ≥ τ}
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La profondeur de demi-espace

On peut considérer les régions de profondeur Rτ(P) def= {θθθ ∈ Rd ∶ D(θθθ,P) ≥ τ}
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La profondeur de demi-espace

Quelque régions Rτ(P), pour P = la distribution uniforme sur[0,1]2
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La profondeur de demi-espace

Quelque régions Rτ(P), pour P = la distribution avec des marginales
indépendantes de Cauchy
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La profondeur de demi-espace
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La profondeur de demi-espace

Théorème

Soit P une mesure de proba. Alors θθθ → D(θθθ,P) est quasi-concave.

f ∶ Rd→R quasi-concave
def⇔∀θθθ1,θθθ2 ∈Rd,∀λ∈(0,1), f ((1 − λ)θθθ1+λθθθ2)≥min(f (θθθ1),f (θθθ2))

Corollaire

Soit P une mesure de proba. Alors, pour tout τ > 0, Rτ(P) est convexe.

Preuve : soient θθθ1,θθθ2 ∈ Rτ(P) (donc D(θθθi ,P) ≥ τ , i = 1,2).

Alors on obtient directement

D((1 − λ)θθθ1+λθθθ2,P) ≥ min(D(θθθ1,P),f (θθθ2,P)) ≥ τ,

ce signifie que θθθ ∈ Rτ(P). ◻
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La profondeur de demi-espace

Les régions de profondeur sont donc toujours convexes (et emboîtées).

Le résultat suivant est la clé vers une meilleure compréhension de ces régions.

Théorème

Soit P une mesure de proba.
Alors, pour tout τ > 0, Rτ(P) = ⋂{H ∶ H demi-espace fermé avec P[H] > 1 − τ}.

On obtient alors directement

Corollaire

Soit P une mesure de proba.
Alors, pour tout τ > 0, Rτ(P) est fermée.
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La profondeur de demi-espace

Théorème

Soit P une mesure de proba.
Alors, pour tout τ > 0, Rτ(P) = ⋂{H ∶ H demi-espace fermé avec P[H]>1 − τ}.

Corollaire

Soit P une mesure de proba admettant une densité. Alors,
(i) pour tout τ > 0, Rτ(P) = ⋂{H ∶ H demi-espace fermé avec P[H]≥1 − τ}.
(ii) pour tout τ > 0, Rτ(P) = ⋂{H ∶ H demi-espace fermé avec P[H]=1 − τ}.

Preuve : (i) si P admet une densité, P[∂H] = 0 pour tout demi-espace H. Donc les
deux intersections sont sur les mêmes demi-espaces...

(ii) Clair ! ◻
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La profondeur de demi-espace

Théorème

Soit P une mesure de proba admettant une densité. Alors,
Alors, pour tout τ > 0, Rτ(P) = ⋂{H ∶ H demi-espace fermé avec P[H] = 1 − τ}.

Pour d = 1 (avec P étant de loi F , f ) :

D(θ,P) = min(F(θ),1 − F(θ))

Rτ(P) = [F−1(τ),F−1(1 − τ)]
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La profondeur de demi-espace

Théorème

Soit P une mesure de proba admettant une densité. Alors,
Alors, pour tout τ > 0, Rτ(P) = ⋂{H ∶ H demi-espace fermé avec P[H] = 1 − τ}.

Corollaire (2010)

Soit P une mesure de proba admettant une densité. Alors,
Alors, pour tout τ > 0, Rτ(P) = ⋂{H+

τu ∶ u ∈ Sd−1}

Preuve :

(⊂) trivial car Rτ(P) est une intersection sur plus de demi-espaces fermés.

(⊃) Tout demi-espace fermé avec P[H] = 1 − τ est un H+
τu (il suffit de prendre u

dans la direction joignant le barycentre de H+
τu à celui de (H+

τu)c . ◻
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La profondeur de demi-espace
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La profondeur de demi-espace

Quelques propriétés supplémentaires, dans le désordre :

Pour tout τ > 0, les régions Rτ(P) sont aussi bornées, donc compactes.

Le point le plus profond θθθ∗ = arg maxθθθ ∈ Rd D(θθθ,P) joue le rôle de médiane
multivariée (puisque pour d = 1, c’est la médiane usuelle).

Pour tout P, 1
d+1 ≤ D(θθθ∗,P) ≤ 1

2 +
1
2 maxθθθ∈Rd P[{θθθ}].

la profondeur de demi-espace caractérise les P(n) (1999), les distributions P
ayant une densité à support compact (2003), les distributions P ayant des
contours lisses (2010). Toutes les distributions ???

D(Aθθθ + b,PAY+b) = D(θθθ,PY) pour toute matrice d × d inversible A, tout
d-vecteur b et toute distribution P = PY (invariance affine).
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2 Profondeur statistique

La profondeur de demi-espace

Un zoo de profondeurs

Classification, et extension locale de la profondeur
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Un zoo de profondeurs

En notant de nouveau Cn = {y1, . . . ,yn}, yi ∈ Rd , la profondeur simpliciale (1990)

DS(θθθ,Cn) ∶=
1

( n
d+1)

∑
i1<i2<...<id+1

I[θθθ ∈ Simpl(yi1 ,yi2 , . . . ,yid+1)],

où Simpl(y1,y2, . . . ,yd+1) désigne le simplexe de sommets y1,y2, . . . ,yd+1.
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Un zoo de profondeurs

La profondeur spatiale (2000)

DSp(θθθ,Cn) = 1 −OSp(θθθ,Cn), avec OSp(θθθ,Cn) = ∥1
n

n

∑
i=1

yi − θθθ
∥yi − θθθ∥

∥.

La quantité OSp(θθθ,Cn) est une mesure "d’outlyingness" de θθθ par rapport à Cn.

Le point le plus profond est le θθθ0 tel que OSp(θθθ0,Cn) = 0. Il est appelé "médiane
spatiale" (il généralise encore la médiane univariée).

L’unicité en dimension d > 1 a été prouvée en 1987 dans un article d’une page et
demi dans la meilleure revue de statistique mathématique.

Cette profondeur n’est pas invariante sous transformations affines.
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Un zoo de profondeurs

Profondeur spatiale Profondeur de demi-espace

Quelque régions Rτ(P), pour P = la distribution uniforme sur [0,1]2
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Un zoo de profondeurs

La profondeur de Mahalanobis

DM(θθθ,Cn) =
1

1 + dist
, avec dist =

√
(θθθ − ȳn)′S−1

n (θθθ − ȳn),

où ȳn =
1
n

n

∑
i=1

yi et Sn =
1
n

n

∑
i=1

(yi − ȳn)(yi − ȳn)′.
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Un zoo de profondeurs

Une approche axiomatique

Une profondeur devrait satisfaire les propriétés suivantes :

(P1) affine-invariance : D(Aθθθ + b,PAY+b) = D(θθθ,PY) pour toute matrice d × d
inversible A, tout d-vecteur b et toute distribution P = PY ;

(P2) maximalité au centre : D(θθθ0,P) = supθθθ∈Rd D(θθθ,P) pour toute P symétrique par
rapport à θθθ0 ;

(P3) monotonicity relative to the deepest point : pour toute P ayant θθθ0 comme point
le plus profond et tout u ∈ Rd , r ↦ D(θθθ0 + ru,P) est décroissante en r ≥ 0 ;

(P4) "vanishing at infinity" : pour toute P, D(θθθ,P)→ 0 si ∥θθθ∥→∞.
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Plan de la partie 2

2 Profondeur statistique

La profondeur de demi-espace

Un zoo de profondeurs

Classification, et extension locale de la profondeur
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Classification, et extension locale de la profondeur

Soit (X,Y ), où X ∈ Rd et Y ∈ {0,1}. Si on observe que la partie x d’une réalisa-
tion (x, y) de (X,Y ), comment faire une "prédiction" m(x) du y correspondant ?
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Classification, et extension locale de la profondeur

-3 -2 -1 0 1 2 3
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X
[,2
]

La procédure classique : m(x) = I[dΣΣΣ1(x,µµµ1) < dΣΣΣ0(x,µµµ0)] (↝ le point rouge est
plus proche du µµµ bleu que du µµµ orange⇒ classification en bleu)
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Classification, et extension locale de la profondeur

Sous des conditions "elliptiques", cette procédure classique se réécrit

m(x) = I[dΣΣΣ1(x,µµµ1) < dΣΣΣ0(x,µµµ0)]

= I[DM(x,P1) > DM(x,P0)],

ce qui suggère de considérer une procédure (2005→ 2013)

m(x) = I[D(x,P1) > D(x,P0)],

fondée sur une profondeur D quelconque ("max-depth approach").
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Classification, et extension locale de la profondeur
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Le point rouge est plus profond dans la population bleue que dans la population
orange⇒ classification en bleu
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Classification, et extension locale de la profondeur

Cette approche est cependant peu efficace dans les situations où la profondeur
échoue à refléter la centralité correctement...
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Classification, et extension locale de la profondeur

Les régions de profondeur ne fournissent pas un résumé de P.
Elles "révèlent" la structure de P.
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Classification, et extension locale de la profondeur

Les régions de profondeur révèlent la structure de P
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Classification, et extension locale de la profondeur

Les régions de profondeur révèlent la structure de P
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Classification, et extension locale de la profondeur

Mais il y a des cas importants où ceci n’a pas lieu...
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Classification, et extension locale de la profondeur

Mais il y a des cas importants où ceci n’a pas lieu...
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Classification, et extension locale de la profondeur

Mais il y a des cas importants où ceci n’a pas lieu...
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Classification, et extension locale de la profondeur

Mais il y a des cas importants où ceci n’a pas lieu...
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Classification, et extension locale de la profondeur

Ceci motive qu’on étende la notion de profondeur pour pouvoir traiter

les distributions multi-modales

les distributions à support non-convexe.

L’idée est de mesurer une centralité locale au lieu de la centralité globale

↝ Profondeur locale !
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Classification, et extension locale de la profondeur

Définition (2011)

Pour tout α > 0, la profondeur de demi-espace α-locale LDH( ⋅ ; P, α) envoie θθθ sur

LDH(θθθ; PY, α) = inf
u∈Sd−1

P[0 ≤ u′(Y − θθθ) ≤ α].

Définition (2011)

Pour tout α > 0, la profondeur simpliciale α-locale LDS( ⋅ ; P, α) envoie θθθ sur la
probabilité qu’un simplexe aléatoire de volume au plus α recouvre θθθ.

Clairement, on retrouve les concepts globaux pour α→∞.
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Classification, et extension locale de la profondeur
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Classification, et extension locale de la profondeur

Ces profondeurs locales sont d’une nature locale :

Si P admet une densité f , on a

1
α

LDH(θθθ; P, α)→ f (θθθ),

et
1
α

√
LDS(θθθ; P, α)→ f (θθθ),

quand α→ 0.

Donc, ces profondeurs fournissent un continuum entre

des mesures de centralité globales (profondeurs), obtenues pour α→∞, et

des mesures de masses de proba (densités), obtenues pour α→ 0.

Or la profondeur et la densité ne sont pas de la même nature.
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Classification, et extension locale de la profondeur

Ce lien non désirable avec la densité

La localisation pas si évidente
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y

Le manque d’affine-invariance

Le fait que chaque profondeur D requiert une localisation ad hoc

... donc des implémentations algorithmiques séparées

motivent une autre approche...
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Classification, et extension locale de la profondeur

Notre approche s’appuie sur des voisinages construits en exploitant l’approche
axiomatique
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Classification, et extension locale de la profondeur

Cette autre approche s’appuie sur des voisinages construits en exploitant l’approche
axomatique

Une profondeur devrait satisfaire les propriétés suivantes :

(P1) affine-invariance : D(Aθθθ + b,PAY+b) = D(θθθ,PY) pour toute matrice d × d
inversible A, tout d-vecteur b et toute distribution P = PY ;

(P2) maximalité au centre : D(θθθ0,P) = supθθθ∈Rd D(θθθ,P) pour toute P symétrique par
rapport à θθθ ;

(P3) monotonicity relative to the deepest point : pour toute P ayant θθθ0 comme point
le plus profond et tout u ∈ Rd , r ↦ D(θθθ0 + ru,P) est décroissante en r ≥ 0 ;

(P4) "vanishing at infinity" : pour toute P, D(θθθ,P)→ 0 si ∥θθθ∥→∞.
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Classification, et extension locale de la profondeur

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

Partie 2 - page 36



Classification, et extension locale de la profondeur
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Classification, et extension locale de la profondeur
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Classification, et extension locale de la profondeur
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Classification, et extension locale de la profondeur
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Classification, et extension locale de la profondeur
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Classification, et extension locale de la profondeur
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Classification, et extension locale de la profondeur

Soit D une fonction de profondeur. Soit β ∈ (0,1].

Définition

La profondeur locale associée à D, au niveau de localité β, est

LDβ( ⋅ ,P) ∶ Rd → [0,1]

θθθ ↦ LDβ(θθθ,P) = D(θθθ,Pβθθθ ),

où Pβθθθ ∶ B ↦ Pβθθθ [B ∣Rβ
θθθ (P)] est la distribution conditionnelle de P, par rapport à la

plus petite région de profondeur, dans la symétrisée Pθθθ de P, contenant une
masse de proba ≥ β.

Remarques :

Pour β = 1, LDβ(θθθ,P) = D(θθθ,P) (pas de localisation)

Pour tout β, LDβ(θθθ,P) = D(θθθ,Pβθθθ ) reste une mesure de centralité

Pour tout β, LDβ( ⋅ ,P) est affine-invariante

La localisation s’applique à chaque D de façon homogène
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Classification, et extension locale de la profondeur
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Classification, et extension locale de la profondeur
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Classification, et extension locale de la profondeur
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Classification, et extension locale de la profondeur

Pour θθθ dans le support de P, limβ→0 LDβ(θθθ,P) = c
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Classification, et extension locale de la profondeur

Y ∼ 1
2N (−2,2) + 1

2N (2,1)
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Classification, et extension locale de la profondeur
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Classification, et extension locale de la profondeur

Y ∼ 1
2 Unif(−5,−1) + 1

2 Unif(1,3)
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Classification, et extension locale de la profondeur

Application en classification

Puisque la profondeur locale est robuste à la non-convexité, on peut penser à rem-
placer les max-depth classifiers

mD(x) = I[D(x,P1) > D(x,P0)]

par les max-local-depth classifiers

mβ
D(x) = I[LDβ(x,P1) > LDβ(x,P0)],

pour un certain β bien choisi.
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Classification, et extension locale de la profondeur

Fréquences de misclassification, dans trois configurations différentes, des LDA/QDA et de
divers classifieurs fondés sur la profondeur (100 échantillons d’entraînement de taille 400 =

200 + 200, et 100 échantillons tests de taille = 1000 = 500 + 500)
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Configuration 1 : multinormalité avec Σ0 ≠ Σ1
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Classification, et extension locale de la profondeur

Fréquences de misclassification, dans trois configurations différentes, des LDA/QDA et de
divers classifieurs fondés sur la profondeur (100 échantillons d’entraînement de taille 400 =

200 + 200, et 100 échantillons tests de taille = 1000 = 500 + 500)
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Configuration 2 : distributions à support lunaire et sphérique
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Classification, et extension locale de la profondeur

Fréquences de misclassification, dans trois configurations différentes, des LDA/QDA et de
divers classifieurs fondés sur la profondeur (100 échantillons d’entraînement de taille 400 =

200 + 200, et 100 échantillons tests de taille = 1000 = 500 + 500)
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Configuration 3 : distributions à support sur un anneau et un rectangle
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