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Le probléme discret

Formulation

Le probleme de Dirichlet

@ X, E un ensemble fini de noeuds-arétes, X C X un "bord"
@ f: 90X — R une condition au bord

@ 37 une solution au probleme u: X — R tel que u [gx= f et

u(x) = MA(f(y) | (x,y) € E) ¥x € X \ X avec MA la moyenne
arithmétique.

Théoreme

Sous des conditions appropriées (a préciser) sur X, il existe une solution
unique a ce probleme, quelle que soit la fonction f donnée.
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Le probléme discret

Solution algébrique

On écrit u(X \ 9X) comme vecteur Y = (y1,...,¥n).

La structure du graphe est donnée par une matrice A.

Le probléeme s'écrit alors sous la forme matricielle AY = b ot b
contient la condition au bord.

o Comment décider de I'existence/ unicité ?
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Le probléme discret

Solution algébrique

@ On considere le probleme auxiliaire avec la condition au bord £ = 0. Il
existe la solution constante nulle.

@ Propriété du min-max de la fonction v : y, n’est jamais plus grand
que la valeur maximale de ses voisins et n'est jamais plus petit que la
valeur minimale de ses voisins !

o Cette propriété implique I'unicité de la solution, donc A est non
singuliere. La solution générale existe donc et est bien unique!

Le probleme de Dirichlet en situation discrete 6 /34



Le probléme discret

Remarques

@ Le bord doit intersecter toute partie de la partition connexe du graphe

@ Si cette condition n'est pas vérifiée, il existe des contre-exemples
triviaux.

@ Malheureusement, cette preuve n'est pas générique...
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Le probléme discret

Preuve analytique

@ Nous savons qu'il y a existence et unicité de la solution.

o Comme avant, soit X \ 0X = {x1,...,xn} et OX = {p1,....,pm}

@ Posons (y1)o = (y2)o = -+ = (ya)o = min; f(p)) et (yn+j)o = (p;).
e A chaque itération i, posons (yk)i = la moyenne de tous les (yx)i—1

tels que (k, k') € E et (yntj)i = f(p)).

Théoreme
Sous la condition sur le bord mentionnée auparavant, on a pour chaque

k=1,...,n+m que (yx)i — u(k). En d'autres mots, I'algorithme
décrit en haut converge vers la fonction unique u.
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Le probléme discret

Preuve analytique

@ Sans perte de généralité, on peut transformer le probléme par
translation, i.e. on remplace chaque f(p;) par f(p;) + 1 pour p fixé.

@ On choisit 1 tel que f(p;) > 0 pour tout j.

e Par récurrence, on montre que max; f(p;) > (¥i)n+1 > (¥i)n = 0 pour
tout 7, n.

@ Chacune des suites est monotone et bornée, donc convergente vers
(yi)oo-

@ Si on applique I'algorithme a ((¥1)oos - - - » (¥n+m)oo), ON reste
stationnaire.

o Cette limite coincide donc avec u(X). O
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Concepts de base de I'Analyse complexe

Les fonctions holomorphes

Définition

Une fonction f : Q € C — C (avec C = {z = x + iy}) est dite
holomorphe sur I'ouvert Q si elle est C! et si elle vérifie les équations de
Cauchy-Riemann données par Of = 0 ou O est |'opérateur défini par

0=1 <% + i(%). De méme on définit 9 = 3 (% _ i(%).

| A\

Exemple

La fonction exponentielle complexe définie sur C entier par
exp(x, y) = (cos(y) + isin(y)) e*.
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Concepts de base de I'Analyse complexe

Les fonctions harmoniques

Définition

Une fonction f : Q C C — C est dite harmonique sur I'ouvert € si elle
admet des dérivées partielles continues du second ordre et si elle vérifie
I'équation de Laplace Af = (8‘9—; T > f =0.

ay?

Remarque

Toutes les fonctions holomorphes sont forcément harmoniques. On
remarque en effet que Af = 400f et les équations de Cauchy-Riemann
permettent de conclure.
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Le probléme continu

Formulation du probleme

Le probleme de Dirichlet

@ Soit Q un ouvert borné et non vide de R2.

@ Soit f une fonction continue sur 992, la frontiére de Q.

@ Peut-on alors trouver une fonction harmonique v continue sur Q qui
vérifie les conditions de Dirichlet suivantes :

Au=0 sur 2
u="f sur 0

@ La décision nécessitera quelques résultats préliminaires...
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Le probleme continu (unicité)

La propriété du min-max

Théoréme

La propriété du min-max affirme que si u est une fonction harmonique sur
Q et continue sur 2, alors on a

M €Q :minu< <
(x,¥) minu < u(x,y) < maxu

Autrement dit, u est bornée sur ) par sa valeur sur la frontiére de Q.

@ Soit m = maxgpgq u et supposons M = maxg u > m.

@ () est compact, donc M atteint en p € Q. Sans perte de généralité,
on fixe p = (0,0). Soit d le diametre de €.

@ Considérons la fonction g définie par

Q—R

—m
242 (< +y7) L)
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Le probleme continu (unicité)

La propriété du min-max

@ On constate que v(0,0) = u(0,0) = M.

M—m _ m+M
@ Pour (x,y) € 02, on trouve que v(x,y) < m+4 “57 = T5Z < M.
e Par suite, v atteint son maximum en (X,¥) € Q et il vient

Av(x,¥) = Au(k,y) +Md_2m > 0, une contradiction.
————

0
@ La propriété du minimum est obtenue en remplagant u par —u. [J

Corollaire (Unicité de la solution)

Si la solution au probleme de Dirichlet existe, alors elle est unique. En
effet, si uy, up sont deux solutions au probléeme, alors u; — up = 0 sur 0S2.
Par suite, 0 < u; — up <0, donc u; = uy sur Q.
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Le probleme continu (existence)

Le noyau de Poisson

Définition

+o0o
On définit le noyau de Poisson comme la fonction P,(t) = Z rl7lem pour

—00

0<r<1ettréel

@ Un calcul facile montre que

it 1— 2
P,(O—t)z%(e —i—z) r

et —z)  1—2rcos(f—t)+r2

0

avec z = re'

@ On appellera dans la suite U le disque unité ouvert et T le cercle
unité, donc la frontiere de U.

@ Nous travaillons pour I'instant dans le cas Q = U. m
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Le probleme continu (existence)

L'intégrale de Poisson

Définition

Soit T le cercle unitaire. On définit I'intégrale de Poisson F d'une fonction
f € LY(T) par la formule suivante : F(re’) = ;L / P.(6 — t)f(t)dt,

— or

—T
définie sur U par ce qui précede. On écrira dans la suite F = P[f].

@ Remarquons que si f est réelle, la formule précédente implique que

1 [T etz
P[fl=" (27T/7r ot _Zf(t)dt> .

@ Dans ce cas, P[f] est donc réelle. On a donc le

Théoréme
Si f € LY(T), alors P[f] est harmonique sur U.
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Le probleme continu (existence)

Existence sur le disque unité

o A partir d'une fonction définie sur T, on a défini une fonction
harmonique sur U.

o |l reste a vérifier qu'au niveau de la frontiere, les morceaux "se
collent” bien. On a le
Soit f € C(T). On définit Hf sur le disque fermé U par

. (e ir=1
(HF)(re") = { ,D([i‘] greie) Z- 0<r<1.

Alors Hf € C(U).

.
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Le probleme continu (existence)

Existence sur le disque unité

@ On trouve facilement que
1 s

2 ),

P (t)dt =1

@ On voit donc que Vg € C(T)

Plel ()] = |2 [ P~ De(e)et
1T
< 2W/ P60 — t)| dt - supr g (t)]
Y
= |lgllT
o Des lors, ||Hgllg = llgll T =
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Le probleme continu (existence)

Existence sur le disque unité

@ Considérons le cas ol g est un polyndme trigonométrique, i.e.

N
g(eie): Z Cneine'
n=—N

@ On a alors facilement que

N
(Hg)(re'®) = Z carlMe™ et donc Hg € C(U)
n=—N

@ Finalement, prenons une suite gx de polynomes trigonométriques telle

k—o0

que [lgk = fllr —=0
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Le probleme continu (existence)

Existence sur le disque continu

@ Des considérations précédentes, il vient

|Hgx — Hfllg = [[H(gx — )llg
= |lgx — fll — 0.

@ Hf est donc la limite de suites qui convergent uniformément.

e Par suite Hf € C(U). O

On conclut notamment |'existence d'une solution (unique) au probleme de
Dirichlet posé sur un cercle quelconque.
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Propriété de la moyenne

Définition

On dit qu'une fonction continue u sur un ouvert €2 a la " propriété de la

moyenne” si a tout z € Q correspond une suite {r,} de réels > 0 telle que
n—o0o

rm—— 0 et

u(z) = %/ u(z+ r,,eit) dt.

—T
Autrement dit, u(z) est la valeur moyenne de u sur le cercle centré en z et
de rayon rp,.

.

@ Par tout ce qui précéde, on a que si u est harmonique et réelle sur Q2
et si D(z,R) C Q, alors

i0 _1/7r R> —r? it
u(z+re >_27r . R2—2chos(9—t)+r2u(z+Re )dt m
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Propriété de la moyenne

Condition nécessaire

ou(z—{—re"e):l/7r RE— 1 u(z+Reit)dt
2r |_ R2 —2Rrcos( — t) + r2

e En particulier, il vient que VR | D(z,R) C Q

u(a) = 217r/ u(a+ Re") dt

—T

@ Donc si u est harmonique, u vérifie une propriété de la moyenne bien
plus forte
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Propriété de la moyenne

Condition suffisante

Théoreme

Si une fonction continue u a la propriété de la moyenne sur un ouvert €,
alors u est harmonique sur Q.

@ On travaille sur des fonctions réelles u.

e Soit D(a, R) C Q2. L'intégrale de Poisson fournit une fonction
continue h sur D(a, R) telle que

e h est harmonique sur D(a, R).
o h=usurdD(a,R).

e On montre que u = h sur D(a, R).
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Propriété de la moyenne

Condition suffisante

Soitv=h—u, m= SUPpy(,,R) v €t supposons m > 0.

Posons E = D(a, R) N v~1(m). C'est un fermé dans un compact =
E est compact.

Donc 3z € E tel que |zp — a| > |z — a|.

Contradiction avec la propriété de la moyenne sur D(zp, r), r petit.
@ Doncm=0,v<0etalorsv=0<« h=usur D(a,R). O
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Exemple de non-unicité

[l n’y a pas unicité si £ est non borné!
Soit Q = R2\ D(0,1).
Soit f: 02 — R : (x,y) —> x.

Les fonctions vy : (x,y) — x et w2 : (x,y) — 252 coincident sur
OS2 et sont harmoniques sur Q!
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Exemple de non-existence

o Contrairement au cas discret, il n’y a pas toujours existence d'une
solution!

@ Soit le probleme de Dirichlet suivant :

Soit 2 = D(0,1) \ {0} (donc 02 = 9D(0,1) U {0}).
On cherche u qui vérifie les conditions de Dirichlet suivantes :

Au=0 sur €2
u=0 sur 0D(0,1)
u=1 sur {0}

@ Si un tel u existe, il se prolonge facilement en & harmonique sur
D(0,1).
@ Par le principe du min-max, & = 0 sur D(0, 1).

@ Donc u =0 sur Q, ce qui viole la continuité. m
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Exemple d'application : I'équation de la chaleur

@ On considére un disque en métal.

@ Sur le bord du disque, on donne une distribution de chaleur f
constante au cours du temps.

@ Une question fréquente est de connaitre la température en chaque
point du disque.

@ Le probleme consiste alors a trouver u tel que

Au=0  surD(0,1)
u="f sur 0D(0,1)

@ On a trouvé la forme explicite de ce probleme.

@ Il y a donc un seul équilibre thermique possible.

@ Sur le disque pointé, aucun équilibre n'est possible ! m
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On a démontré I'existence et I'unicité dans le cas discret.

On a démontré qu'il y a toujours unicité dans le cas continu.

On a démontré I'existence dans le cas d’'un domaine circulaire.

On a montré la propriété de la moyenne, ainsi que son équivalence
avec I'harmonicité.

@ On a donné certains contre-exemples et un moyen d'application.
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Merci pour votre attention !
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