Mercredi-Wednesday

Prof. Dr. Maja Volkov
Les nombres p-adiques

Les ensembles de nombres habituellement enseignés aux mathématiciens sont
les entiers Z, les rationnels Q, les réels R, et les complexes C. Ce sont tous des
anneaux commutatifs, méme des corps pour les trois derniers, qui s’inserent dans
la chaine d’inclusion

ZCcQcRcC.

Le passage de Z a Q est purement algébrique: Q est le corps des fractions de Z.
Celui de Q a R est purement analytique: R est le complété de Q pour la métrique
donnée par la valeur absolue usuelle, ce qui revient a faire converger toutes les
suites de Cauchy. Ce procédé produit un corps totalement ordonné, archimédien,
complet, connexe, et localement compact. Le passage de R a C est a nouveau
purement algébrique: C est la cloture algébrique de R, c’est-a-dire que I'on rajoute
les racines des polynémes non nuls a coefficients réels. On obtient ainsi un corps
algébriquement clos qui est un R-espace vectoriel de dimension 2. Bien que I'on
perde l'ordre total, le corps C possede des propriétés topologiques similaires a celles
de R.

Il existe cependant d’autres valeurs absolues sur Q, une pour chaque nombre
premier p. Elles sont construites en extrayant de chaque rationnel z # 0 la plus
grande puissance de p intervenant dans sa factorisation:

six = p”% avec ptab et n € Z, alors |z|, =p~ "

En posant |0|, = 0 on obtient ainsi la valeur absolue p-adique, pour laquelle deux
nombres sont proches si leur différence est divisible par une grande puissance de p.
Le complété de QQ pour cette valeur absolue est le corps des nombres p-adiques Q.
Il posséde des propriétés bien différentes de celles de R, tout en restant complet
et localement compact. Le chemin menant a ’analogue C, de C est plus long. Il
produit néanmoins un corps a la fois algébriquement clos et complet, qui toutefois
n’est plus localement compact.

Les nombres p-adiques ont été découverts par le mathématicien allemand Kurt
Hensel en 1897, dans le but de résoudre les équations diophantiennes en s’inspirant
de techniques analytiques. Depuis les méthodes p-adiques ont eu une influence
prépondérante en théorie des nombres, grace a leur nature locale qui méle avec
bonheur arithmétique et analyse.

Je vous propose dans cet exposé de parcourir dans le cadre p-adique les con-
structions classiques menant dans le cas archimédien a R et & C. Dans un pre-
mier temps nous construirons le corps Q, et exposerons quelques-unes de ses pro-
priétés, tant algébriques que topologiques. Puis, dans un deuxiéme temps, nous
nous pencherons sur les extensions de Q, afin d’arriver a C,,.

Dr. Jef Laga
The ubiquity of Dynkin diagrams in mathematics

In this talk I will give you some examples of surprising connections between dif-
ferent mathematical subjects and concepts, through the lens of ADE classifications.
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This talk will use concepts from graph theory, group theory and representation the-
ory, but I will aim to assume as little background as possible.

Ferdinand Rapin
Evaluer des distances en probabilités

Les théorémes limites (le théoréme central limite en premier) jouent un role
primordial dans I’étude des phénomenes dus au hasard. Ils permettent de garantir
qu’au plus nous disposons d’observations du phénomene, au plus une loi de proba-
bilité connue (par exemple la loi normale) sera une approximation fidele de notre
phénomene. Néanmoins ces théoremes ne nous garantissent que du rythme auquel
la fidélité du modele s’améliore et ne nous assurent une fidélité parfaite que dans
le cas limite ou le nombre d’observations est infini. Ce cas étant relativement rare
dans le monde observable se pose naturellement une question: comment évaluer, a
nombre d’observations fixées, la qualité du modele? Et d’ailleurs comment définir
la qualité du modele?

Dans cet exposé, nous explorerons ces questions en présentant différentes dis-
tances utilisées en probabilité, leurs utilités et différences. Nous terminerons en
présentant des méthodes pour évaluer ces distances, en particulier la méthode de
Stein, un outil puissant qui suscite encore l'intérét des théoricien-nes et practi-
cien-nes.



Jeudi-Thursday

Prof. Dr. Jean Gutt
Une introduction biaisée a la géométrie convexe

Apres définitions des objets de base, nous introduirons certaines questions dans
le domaine de la géométrie convexe. Nous finirons par un résultat fondamental: le
théoreme d’ellipsoides de John.



Vendredi-Friday

Prof. Dr. Pedro Vaz
From Knots to Categorification: A Tour of Quantum Topology

One of the recurring themes of modern mathematics is that ideas originating
in very different areas can come together to describe the same phenomena. Quan-
tum topology provides a remarkable illustration of this principle: questions about
knots have led to unexpected connections between topology, algebra, representa-
tion theory, and mathematical physics, as well as to new ways of constructing and
understanding mathematical invariants.

In these lectures, we will follow this story from knots to categorification. Be-
ginning with the Jones polynomial, we will see how relatively simple combinatorial
constructions give rise to powerful invariants of knots and links, and how related
ideas extend to 3-manifolds and topological quantum field theories. We will then
explore categorification, a modern perspective that reveals richer structures hid-
den behind numerical and polynomial invariants, leading in particular to Khovanov
homology, whose graded Euler characteristic recovers the Jones polynomial.

The emphasis will be on motivating questions, fundamental ideas, and illustra-
tive examples rather than on technical details. Along the way, we will encounter
some recent developments and open questions in the field. No previous knowledge
of quantum topology, homological algebra, or category theory will be assumed.

Program
Lecture I Quantum invariants; from knots to 3-manifolds.
How can algebra distinguish topological spaces?
Lecture II Categorification; from polynomials to homology.
What do we gain by replacing numbers or polynomials with richer algebraic
structures?

Marta Messia
Algebraic methods in coding theory

How can a message be recovered after passing through a noisy channel?

Coding theory allows us to detect and correct errors by adding carefully de-
signed redundancy to the information. We will explore the basic ideas behind this
process, focusing on linear Hamming metric codes. Although decoding is generally
a computationally hard problem, we can sometimes overcome this difficulty by alge-
braic means. In this framework, Reed—Solomon codes provide a good example: we
will show that their rich structure makes efficient error correction possible through
the Welch-Berlekamp algorithm. We will conclude by describing how these ideas
appear in an object we encounter every day: the QR code.

Dr. Arne Mertens
The Homotopy Hypothesis

In this talk, I will give an intuitive and accessible introduction to “infinity—
groupoids”, which form a beautiful conceptual bridge between algebra and topology
(the study of shapes, called “spaces”).

An infinity—groupoid is much like a group, except that its defining equations
are no longer strictly true. For instance, the associativity relation a-(b-¢) = (a-b)-c



may not hold. Instead, the expressions a - (b-c¢) and (a-b) - ¢ are merely equivalent
in an abstract sense.

This leads us to make a surprising observation: the “Homotopy Hypothesis”.
Namely, that infinity—groupoids are in fact “the same” as the spaces from topology.
I will explain what this means and why it is reasonable via some explicit examples.



