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Carrelage : définition

Carreler la sphere
@ = juxtaposer des carrés sur la sphere le long de
leurs cotés.

@ Les carrés sont petits devant le rayon de la sphére

Exemple
| La boule a facettes, < boule disco >

Ne semble pas faisable.

Début de carrelage de la sphere
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@ = nouvel invariant des surfaces?

@ Motivation mathématique
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Carrelage : reformulation en terme de champs de croix

<=4
@ la croix a les mémes symétries que le carré

@ les champs de croix codent complétement le
carrelage

@ interpoler

Croix tangentes

o Croix = 4 vecteurs vi, vo, v3, v4 € R3
perpendiculaires

e peS?CR3.
e Croix tangente < (vj|p) =0,

Slogan

| Une surface est carrelable si et seulement si elle admet un champ de croix tangent.

———————————————————————————————————————————————————————————
Carreler la sphére est impossible
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Carrelage : quelles obstructions ?

8-Curve with Moving Point

15
—— Curve

® Moving Point
1.0 4

0.5

—0.5

—=1.0 1

_1.5 T T
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15




Champs de croix — Champs de vecteurs

Champ de croix : difficile de faire des calculs. Champ de vecteur : calcul vectoriel disponible

Lemme

Sur la spheére, il existe un champ de croix tangent continu si et seulement si il existe un
champ de vecteurs tangents, continu et de norme unité.

Champ de vecteurs tangents, continu et de norme
.y - e
unité v(p) TN
2 4o N
Pour tout p € S, £y oSt
o v(p) € R? 3 i B )\"
by Sty )
o (v(p)lp) =0 R ey
e p < S?+ v(p) continue o ‘_’__.\.s "
P T 7z
o [v(p)l =1 NG s
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Théoréme de la boule chevelue/ du hérisson

Proposition
| 1l n'existe pas de champ de vecteurs tangents, continu et de norme unité sur la sphere.
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Théoréme de la boule chevelue/ du hérisson

Proposition
| 1l n'existe pas de champ de vecteurs tangents, continu et de norme unité sur la sphere.

Corollaire
| 1l n'existe pas de champ de vecteurs tangents, continu et qui ne s'annule pas sur la sphere.

Idée de la preuve de la proposition
@ Par I'absurde, supposons qu'il existe un tel champ de vecteurs v
@ On va alors constuire deux courbes y_1 : S* — S! et 71 : St — S! qu’on va déformer le long
d'un parametre t € [—1,1].
@ La contradiction viendra du fait qu'une courbe tourne dans un sens et |'autre dans |'autre
sens.
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Preuve de la proposition

@ position [ p(f,t) = (v/1 —t2cosf, /1 — t2sinb, t)
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Preuve de la proposition

@ position [ p(f,t) = (v/1 —t2cosf, /1 — t2sinb, t)

@ Vecteur qui pointe vers |'est e(f, t) = (—sinf, cos6,0)
@ Vecteur qui pointe vers le nord n(f,t) = (—tcosf, —tsinf,v1 — t?)

Lemme

d 2
2 / ~e(0) A 4(6)d6 = 0.
t Jo

Dégré de v € C}(S*,S?)
1 [ .
dog(1) = 5 /O +(6) A 4(6)d.
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Preuve du lemme

Lemme

d 27
d/ 7e(0) A ¥:(6)dé = 0.
tJo

Hypothese : (t,0) — ~:(0) est lisse.
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Allons plus loin : le théoreme de Poincaré—Hopf

© Est-ce propre a la sphere?
@ Est-il possible de n'avoir qu'un seul zéro?
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Allons plus loin : le théoreme de Poincaré—Hopf

© Est-ce propre a la sphere?
@ Est-il possible de n'avoir qu'un seul zéro?

Théoréeme
Si v est un champ de vecteurs tangents a une surface fermée (Riemannienne compacte sans
bord) S qui s'annule uniquement en k € N points distincts a1, ...,ax € S, alors,

K
x(S) = Z deg(v, a;).

Q La caractéristique d’Euler x(S) de la surface. <x(S) = 2 — 2# de trous de 5>
@ Le degré d'un champs de vecteur v en a; (on parle souvent d'indice), deg(v, a;)
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Trois exemples de surfaces

Théoreme

Si v est un champ de vecteurs tangents a une surface S qui s'annule uniquement en kK € N
points distincts a1,...,ax € S, alors,

k
2—2# detrousde S =x(S) = Zdeg(v, aj).
i=1

La sphere : x(S?) = 2! Le tore

Le tore a deux trous.

Carreler la sphére est impossible



Le champ de vecteurs le moins pire

On veut quand méme carreler la sphére.
| <= On veut quand méme trouver un champ de vecteurs de norme unité.
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Le champ de vecteurs le moins pire

On veut quand méme carreler la sphére.
| <= On veut quand méme trouver un champ de vecteurs de norme unité.

Cela n'existe pas donc on va trouver le moins pire :

Idée

Minimiser I'énergie de Dirichlet :  inf |Dv|?
ved:(s?) Js2

Ici, X1(S?) = ensemble des champs de vecteurs tangents de norme unité qu'on peut dériver une
fois.

Probleme
I Xl(Sz) =0

Carreler la sphére est impossible



Modéliser le modele

e Pour simplifier : on va remplacer la sphere S? par le disque D? C R?.

o Nouveau probleme : trouver un champ de vecteurs de norme unité p € D? — S C R?
tangent au disque.

e Contrainte : v(p) = p pour tout p € 9D?
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Modéliser le modele

e Pour simplifier : on va remplacer la sphere S? par le disque D? C R?.

o Nouveau probleme : trouver un champ de vecteurs de norme unité p € D? — S C R?
tangent au disque.

e Contrainte : v(p) = p pour tout p € 9D?

Slogan
Si g : D% — S a un degré non nul, alors il n'existe pas de v : D? — S! tel que v = g au
bord.
Théoreme
Si g : 9D*> — S!, alors si v est un champ de vecteurs tangents au disque qui s'annule
exactement en k € N point distincts ay, ..., ax € D?
k
deg(g) =) _ deg(v, a)).
i=1
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Probleme traduit sur le disque

Nouveau probleme...

. |Dv? .
inf ~——— ... sans solution.
veCl(D2,SH):v|oD2=g Jp2 2
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Idée 0

Rendre I'ensemble {v € C}(D?,S') : v|0D? = g} plus grand. Candidat : I'espace de Sobolev
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Les fonctions de régularité W12 ne sont pas nécessairement continues.
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Probleme traduit sur le disque

Nouveau probléme...

. |Dv? .
inf ~——— ... sans solution.
veCl(D2,SH):v|oD2=g Jp2 2

Idée 0

Rendre I'ensemble {v € C}(D?,S') : v|0D? = g} plus grand. Candidat : I'espace de Sobolev
W, % (D2, S1).

Les fonctions de régularité W12 ne sont pas nécessairement continues.

ng,Z(D2’ Sl)

@ Le W signifie weak pour dérivée faible.

@ Le 1 signifie une dérivée qu’on note Dv.

© Le 2 signifie que cette dérivée est de carré intégrable (|Dv| € L2(D?)).
Q g signifie qu'en un certain sens v|yp2 = g.
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Définition de I'espace de Sobolev W}2(D? S')

v e W}H?(D?,S") si et seulement si v : D> — R? et
@ il existe un objet appelé Dv qui est une fonction intégrable tel que pour tout

¢ € C°(D* R¥?),
/ Dv@qﬁz—/ vo Do
D? D?
@ |Dv| € L3(D?)

© pour presque tout x € D? |u(x)| =1

0 u—=gau bord dans un sens approprié pour les fonctions de Sobolev.
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Hélas, ...

Proposition
| 1l n'existe pas de champ de vecteurs de norme unité de régularité W12 tangents 2 la sphere.

Proposition
Si g : 9D? — S! une application de degré non nul, il n'existe pas de v € W1?(D?,S?) tel
que v = g au bord.

— WD s =o
—Ce résultat est remarquable en cela que une fonction de régularité W12 n'est pas
nécessairement continue.

Carreler la sphére est impossible



Deux (vraies) solutions, une philosophie

Nouveau probleme...

. |Dv|? ) )
inf ——— ... toujours sans solution.
veCY(D2SY):v|oD?2=g Jp2 2

Philosophie :
@ Approcher le probleme impossible par une suite de problémes possibles.

@ Chaque probléme est indexé par un parameétre.
© Trouver une solution du probleme pour chaque valeur de parametre.
@ Passer a la limite via le paramétre sur la solution.

Carreler la sphére est impossible



Applications p-harmoniques

Remplacons 2 par p dans la définition W;’2(D2,Sl) :

v e WHP(D?, S) si et seulement si v : D> — R? et
@ il existe un objet appelé Dv qui est une fonction intégrable tel que pour tout

¢ € C(D*R**?),
/ Dv@qﬁz—/ v© D¢
D2 D2
@ |Dv| € LP(D?)

© pour presque tout x € D? |u(x)| =1

0 u—=gau bord dans un sens approprié pour les fonctions de Sobolev.
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Applications p-harmoniques

Remplacons 2 par p dans la définition W;’2(D2,Sl) :

v e WHP(D?, S) si et seulement si v : D> — R? et
@ il existe un objet appelé Dv qui est une fonction intégrable tel que pour tout

¢ € C(D*R**?),
/ Dv@qﬁz—/ v© D¢
D2 D2
@ |Dv| € LP(D?)

© pour presque tout x € D? |u(x)| =1

0 u—=gau bord dans un sens approprié pour les fonctions de Sobolev.

Bonne nouvelle :
Pour tout g : 9D? — S! | si , il existe un v € WLP(D? S!) tel que v = g au bord.
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Limite quand p * 2 d'applications p-harmoniques

Nouveau p-probleme...

_ Dv|P .
inf / |Dv}? avec une solution u, € ng’p(D2781)!
vGng’p(Dz,Sl) D2
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Limite quand p * 2 d'applications p-harmoniques

Nouveau p-probleme...

_ Dv|P .
inf / |Dv}? avec une solution u, € ng’p(D2781)!
vGng’p(Dz,Sl) D2

Une solution :

Il existe un u, € C®(Q\ {a1,...,ak},S) tel que u, = g au bord du disque et une suite
pn " 2 tel que up, — u,. De plus u, minimise,

/ | Dul?
PNO DAL, D(ajip) 2

1
— mdeg(g)? log

parmi tous les u tels que u = g au bord du disque pour lesquels cette quantité est finie.

Carreler la sphére est impossible



A la Ginzburg-Landau

Nouveau probleme...

Fixons € > 0. )
D F
inf / |Ov] + (2\/) avec une solution u, € W}2?(D?, R?).
vewr?(p2, ) Jp2 2 €

ol F(v) = dist(v,S*)? quand |v| < 1 par exemple F(v) = (1 — |v|?)%.
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A la Ginzburg-Landau

Nouveau probleme...

Fixons € > 0. )
D F
inf / |Ov] + (2\/) avec une solution u, € W}2?(D?, R?).
vewr?(p2, ) Jp2 2 €

ol F(v) = dist(v,S*)? quand |v| < 1 par exemple F(v) = (1 — |v|?)%.

Une solution :

Il existe un u, € C®(Q\ {a1,...,ak},S!) tel que u, = g au bord du disque et une suite
€n \ 0 tel que u., — u,. On peut montrer que u, minimise

Dul? 1
Eer(u) = lim / Dul”_ des(e)? tog -
DA\UL, D(aip) 2 P

PNO

parmi tous les u tels que v = g au bord du disque pour lesquels cette quantité est finie.’

Carreler la sphére est impossible



Universalité ?

Question :
| Est-ce que tout probléeme du genre admet la méme énergie renormalisée comme limite ?
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Universalité ?

Question :
| Est-ce que tout probléeme du genre admet la méme énergie renormalisée comme limite ?

Proposition
| Sig(p) = p= alors I'unique minimiseur v, de I'énergie renormalisée est v.(p) = p*/|p|.

Carreler la sphére est impossible



Résumé

La sphere n'est pas carrelable, voici le théoreme,
De la boule chevelue, la preuve en embléme.
Mais n'excluons point un champ, ses vecteurs tangents,
S’annulant en points, le remplacant élégamment.

Carreler la sphére est impossible
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